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lieber lineare Differentialgleichungen, deren Inte- 
grale nur einen singulären Punkt im Endlichen be- 
sitzen und im Unendlichen sich regulär verhalten. 

(A'^on Herrn Paul Günther.) 



Die folgenden Untersuchungen, welche begonnen wurden in Folge 
einer Anregung meiner hochverehrten Lehrer und Gönner, der Herren Fuchs 
und Hamburger, bezwecken eine Fortsetzung der im \Q^. Bande des Journ. für 
Math, veröffentlichten Abhandlung des Herrn Hamburger: „Ueber eine spe- 
cielle Klasse linearer Differentialgleichungen^^ Es sei mir gestattet, beiden 
genannten Herren, sowie Herrn Kronecker, durch dessen gütige Vermittelung 
mir das bereits zuni Drack eingereichte Manuscript der angeführten Abhand- 
lung zugänglich wurde, fUr mannigfach ertheilte Rathschläge auch von 
dieser Stelle aus meinen ehrerbietigsten Dank auszusprechen. 

Herr Hamburger behandelt in der genannten Abhandlung die Frage 
nach der Existenz von „Normalintegralen" (vgl. Thome, Journ. für Math. 

Bd. 95) der Form e^'^'~^^,x^.^{x) {G eine ganze rationale Function von x"^) 
für eine von ihm in seiner Abhandlung ,,üeber ein Princip zur Darstellung 
des Verhaltens mehrdeutiger Functionen u. s. w." (Journ. für Math. Bd. 83, 
S. 200 ff.) aufgestellte Klasse linearer Differentialgleichungen, deren allge- 
meine Form 

ist, wo ^4^11 .-. ^n beständig (ausser für x = 0) convergente Potenzreihen 
des Arguments x"^ bedeuten (vgl. Hamburger, Bd. 103, S. 252). Ein Funda- 
mentalsystem von Integralen dieser Differentialgleichung wird, unter der 
Voraussetzung, dass die Wurzeln ri , ... r„ der zu x = cc gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichung 

r(r + l)...(r+/i-l)-r(r+l)...(r+ii-2)$,(0) + ...-f(-l)\<lJ,(0) = 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 1 



2 Günther, über lineare Differentialgleichungen, 

nicht am ganze Zahlen oder Null von einander verschieden sind, gegeben 
durch 

(2.) x-'^ip.ix-^), . . . x^'^^ff^x-^), 

wo auch <pi, ... (p^ beständig convergente Potenzreihen von x~^ bedeuten. 
Wenn nun die Gleichung (1.) ein Normalintegral obiger Form be- 
sitzt, so muss es mit einem der Elemente des Systems (2.) bis auf einen 
Constanten Factor identisch sein; hieraus folgt aber sofort, dass die (offenbar 
beständig convergente) Potenzreihe ^(x) nur eine ganze rationale Function 

g(x) sein kann, weil sich von x^.^(x) ein Factor x"""' so abtrennen lassen 
muss, dass im übrig bleibenden Theile nur negative ganze Potenzen von x 
auftreten. Dieser Umstand allein ermöglicht es^ die Untersuchung der Frage 
nach der Existenz von Normalintegralen bei den Gleichungen der Harn- 
6iirflferschen Klasse ohne specielle Convergenzbetrachtungen zu erledigen, 
während dies bei den allgemeinen linearen homogenen Differentialgleichungen 
zur Zeit noch nicht möglich ist. Es verdient nämlich hervorgehoben zu 
werden, dass die in der Abhandlung des Herrn Hamburger und im Folgen- 
den auseinandergesetzten Methoden zur Bestimmung der „determinirenden 

Factoren" (Thome, Journ. für Math. Bd. 95, S. 75; Bd. 96, S. 201) e^^'"'> so- 
fort auf allgemeine lineare Differentialgleichungen übertragen werden können; 
aber wir besitzen zur Zeit noch kein Mittel, über die wirkliche Existenz 

solcher Integrale e^^^^""^'"^^(a:— ay.^(x— a) durch allgemeine Untersuchung 
der Convergenz der formell zu entwickelnden Potenzreihe ^(x—a) von vorn- 
herein zu entscheiden. 

Es werde nur der Fall betrachtet, wo die Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichung (1.) rationale Functionen sind. Herr Hamburger bringt als- 
dann diese Gleichung auf die Form 

wo 

ist; f» bedeutet den höchsten möglichen Grad der Function 

Ist nun «„ eine einfache Wurzel der Gleichung 

f"+/».(0)e'-' + -+/>»-.(0)«+p,(0) = 0, 
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80 gehört zu ihr ein Ausdruck G(x~^), welcher erhalten wird, indem man 
von der mit «„ beginnenden Entwickelung der durch die Gleichung 

definirten algebraischen Function in der Umgebung von jj = die m ersten 
Glieder 

abtrennt und dann fi.a:"^"*+*^ = — 3^— , also 

dx ^ 

—m.A„, = f?o, —(wi— l)i4„,_, = «?i, ... —Ax = r,„^i 
setzt. Es beruht dies darauf, dass, wenn 

gesetzt wird, alsdann 

$.(^) = ^,(a:y+x'".$;(a:) 

ist und daher die Gleichung (3.) in 

Übergeht; ist dann u,, = - w.-4,„ = ^,(0) eine einfache Wurzel der obigen 
Gleichung, so erhält man, wenn man (4.) (m— l)-mal nach x diflFerentiirt und 
dann a? = 0, ^i(0) = t?o setzt, die Coefficienten in ^i(x) bis zu demjenigen 
von x"*"* successive eindeutig bestimmt und zwar tibereinstimmend mit den 
entsprechenden in w. 

Dieser günstige Umstand föUt fort, wenn r„ eine mehrfache Wurzel 
der obigen Gleichung ist. Denn selbst wenn in diesem Falle auf die eben 
angegebene Weise für die m ersten Coefficienten in $i(x) sich endliche 
Werthe ergeben, so reichen doch, wie unten gezeigt werden wird, die 
m — 1 Gleichungen, welche man aus (4.) durch Differentiation und Ein- 
setzen von a? = 0, ^i(0) = f?o erhält, nicht aus, um die Coefficienten von 
x\ x^y ... x"*"* in ^, zu bestimmen, sondern es lässt sich aus ihnen stets 
nur eine geringere Anzahl von Coefficienten berechnen. Man ist daher 
darauf angewiesen, nachdem man ein Werthsystem von Coefficienten, etwa 
A„,y A„,^i, . . . i4,„.^4.i, gefunden hat, welches jenen Gleichungen genügt, 
die Differentialgleichung durch die Substitution 



zu transformiren und diejenigen determinirenden Factoren der Differential- 

1* 



4 Günther, Über lineare Differentialgleichungen, 

gleichung flir ij aufzusacheu, deren wirklicher Grad ^m—r ist. Die trans- 
formirte Differentialgleiqhung wird aber nach Herrn Hamburger (a. a. O. 
S. 263), wenn 

gesetzt wird, 

(5.) a.«<-».-g-4-x<"-»^'-").p;.^ + ...+p:, = 0. 

Hier hat man zn bilden die algebraische Gleichung 

fXx, = r +p[ r-^ + . . . +/^:_, t+pl = 0, 

und zwar können nur solche Entwickelungen von / in Betracht kommen, 
welche mit x"^ beginnen. 

Da, wenn P[=u gesetzt wird, Fx^u^+x^'.Gx^x) ist, so kommt 

und daher 

Hieraus erkennt man, dass in der That ein Zweig der algebraischen 
Function t existirt, in dessen Entwickelung nach Potenzen von x solche 
Potenzen, deren Exponent <Ir, nicht vorkommen, da die Ableitungen dieses 
Functionszweiges bis zur (r— l)ten einschliesslich für a:.= verschwinden; 
um aber diese Ableitungen zu erhalten, ist (m — l)-malige Differentiation 
der Gleichung f^Xy f ) = nöthig, und man ist daher nicht im Stande, auf 
diese Art und Weise noch weitere Coefficienten von G(x^^) zu bestimmen. 
Man wird also, um auch die den vielfachen Wurzeln der Gleichung 
/•(O, f?) = entsprechenden determinirenden Factoren behandeln zu können, 
sich nicht darauf beschränken dürfen, nur mit einem einzigen Werthe von 
m zu rechnen, sondern man wird solche determinirenden Factoren besonders 
in Betracht ziehen müssen, deren wirklicher Grad kleiner als der grösst- 
mögliche (oben mit m bezeichnete) ist. Dies ist unbedingt nothwendig für 
die aus (1.) durch eine Transformation der angegebenen Art hergeleiteten 
Differentialgleichungen, es empfiehlt sich aber auch schon für die ursprüng- 
liche Differentialgleichung (1.) selbst, um die Betrachtung der Wurzel t?„ = 0, 
die ja im Allgemeinen eine vielfache sein wird, zu vermeiden. 

Hat man nun einen determinirenden Factor e''^'" ^ ermittelt, so muss 

man die Differentialgleichung (1.) durch die Substitution y = e^^^'~ Ktj trans- 
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formiren und die eventaellen regulären Integrale der Differentialgleichung * 
für rj, insbesondere zunächst ihre Exponenten A, aufzustellen suchen. 

Herr Hamburger hat bewiesen (a. a. O. S. 26ö), dass zu jedem deter- 
minirenden Factor, welcher einer einfachen Wurzel f?ü der Gleichung 
/•(O, f?) = entspricht, der zugehörige Exponent A eindeutig bestimmt ist 
(Bd. 103, S. 265; ThomS, Bd. 76, S. 299), 

Man . kann dieses Ergebniss, wie unten gezeigt werden soll, auch da- 
durch herleiten, dass man eine algebraische Gleichung F(x^ t>) = herstellt, 
welche in den Gliedern mit rc", x\ ... x'""* mit f(x, r) = übereinstimmt, 
sodass die m ersten Glieder einer einfachen regulären Entwickelung von r 
aus F == identisch sind mit denen einer entsprechenden Entwickelung aus 
f=0^ während der Coefficient von x"* in ersterer Entwickelung direct den 
zugehörigen Exponenten A liefert. Die Benutzung der Gleichung F = 
an Stelle von /* = ist dann weiter auch für die mehrfachen Wurzeln von 
Vortheil, da F = zur Berechnung der Coefficienten in G^x"^) eine m-malige 
Differentiation gestattet, wodurch in manchen Fällen die Anzahl der noth- 
wendigen Transformationen der Gleichung (1.) verringert wird. 

Nach diesen Vorbemerkungen treten wir in die eigentliche Unter- 
i?uchung ein. 

I. 
Die gegebene Differentialgleichung habe die Form 

(1.) P(y) = g +y.(a:)^^-+...+9.(x).j, = 0, 
worin 

sein möge. Es werde mit A der „charakteristische Index'* der Differential- 
gleichung (1.) bezeichnet, d. h. derjenige Stellenzeiger, welcher den Be- 
dingungen 

(«<:*) iß ::>/*) 

genügt, sodass n—h der Grad der zu x==0 gehörigen determinirenden 
Function der Gleichung (1.) ist. 

Wenn es sich um die Ermittelung der determinirenden Factoren 



g('(r-J) _ g^m^'"*+- -» ^i.*"* 
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* dieser Differentialgleichung handelt, so kann man zuerst die möglichen 
Werthe des Grades m bestimmen, für welche der zugehörige Coefficient 
des höchsten Gliedes, A„, von Null verschieden ist. Nach der Methode, 
welche Herr Thome hierfür angegeben hat (Joum. für Math. Bd. 76, S. 295 f.; 
Bd. 83, S. 118; Bd. 96, S. 204f.), und welche sich, beiläufig bemerkt, in 
ähnlicher Weise wie das bekannte Puiseux'sche Verfahren graphisch dar- 
stellen lässt, hat man zunächst gewisse Indices c, c, ... c^""*^, c^"^ zu be- 
stimmen und erhält dann in 

eine Reihe von stets abnehmenden positiven Zahlen, von denen diejenigen, 
welche ganzzahlig und grösser als 1 sind, die möglichen Werthe der Zahl 
m+1 bestimmen. 

Es sei nun z. B. g^ eine der obigen Zahlen, welche den gestellten 
Anforderungen entspricht, und es werde m+l=jfy gesetzt. Wir wollen 
die zugehörigen determinirenden Factoren untersuchen. 

Für ein Normalintegral der Gleichung (1.), welches die Form 

besitzt, ist von der grössten Wichtigkeit die Betrachtung der logarithmischen 
Ableitung 

C20 ^ ^ 7* vi = -fnA„,x''^^ A,x'-'+Ax''+^(ix). 

Wir setzen 

(3.) x'^'^'.z = fr+x"+\^(x), 
also 

fc = —m,A^ — (m—l)A^_iX Aix'*"'^ + A.x'" 

■i 

und stellen uns die Aufgabe, w aus den Entwickelungen einer algebruisehen 
Function zu bestimmen in ähnlicher Art, wie dies Herr Hamburger (unter 
der Voraussetzung, dass «?o eine einfache Wurzel der diese Grösse bestimmen- 
den algebraischen Gleichung sein sollte) für die Function ii = ir— -4.afj"* 

gethan hat. Hierzu wollen wir die Grössen — • -z^ (• = 1? • • • «) durch a 

ausdrücken, was mit HUlfe der Theorie der independenten Darstellung 
höherer DiflFerentialquotienten zusammengesetzter Functionen ohne Schwierig- 
keit geschehen kann. 



(4.) 
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Ist allgemein 
so erhält man leicht die Formel 



d'y 



(5.) 



= -2 



t! 



d'F(q>) 



K'K'-M 






1). 



Um hieraas für unseren Fall die gewünschte Darstellung von - 
durch z zu erhalten, hrancht man nur zu setzen 



(0 



dann wird 



rf'jP 1 d^-^z 1 



also, wenn A durch X+1 ersetzt wird. 



(6.) 



1 d<y 



t! 



¥i».ft 



»r.'» 



y dx' ,%^ ,i,!^,!...(i.+l)".(X,+l)''.... -A-i,-. 

Aus (3.) folgt nun durch il-malige Differentiation 

x-'+^+^a, = (-iy.(«H-Ä),.ip+a;.^,(a;), 
wobei zu beachten, dass fllr il = 

iät. Also wird 

■ .g. = ,-.-».^_jj!5!^[(-l)*(„+i.X„+a,$,(»')]-'..., 

Hebt man aus dem Aggregat unter dem Summenzeichen die Glieder 
mit den Potenzen x^\ x^, ... a?™ heraus, so ergiebt sich 

^^'^ T'Ä = ^''^'^^'^\u>'-h{m+l)x-w'''+x'^^\%{x)\ 
Wird dies nun in die Differentialgleichung (1.) eingeführt und zugleich 
m-{-\=gy gesetzt, so ergiebt sich nach Multiplication mit x'*: 

+x'''.q,(u>'-'-(n-2%g,.x''-'w'-'+x'''.^^,(x)) 
+ 



(8.) 



■+X 



in -1)9, 



*ffi 



-qn-^i^+x \qn = 0. 
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Die Exponenten der niedrigsten Potenzen von x, welche hier in den 
einzelnen Gliedern auftreten, sind gegeben durch die Zahlen 

_ (v— 1) 

wird also Gleichung (8.) mit x ^^""^^ '^ = a?"" (wo «^ ^ 0) multiplizirt, 

so lauten die niedrigsten Exponenten 

Aus der Definition von gy geht aber hervor, dass diese Exponenten nie negativ 
und mindestens zweimal (fllr • = c^»"-^) und t = c^"^) gleich Null sind. Setzen 
wir also 

a^-i-iffy 
. O: .qi = Piy (i-O, 1, ...n; ^,= 1), 

SO sind die p,v ganze rationale Functionen von x, von denen für x = 
wenigstens zwei nicht verschwinden; die Gleichungen (1.) und (8.) können 
nunmehr in folgender Form geschrieben werden: 

(1-.) x-'^p„,.»w^-x^"-'''^p.../"-''^-•+p».» = o, 

Hiernach kann die Ermittelung derjenigen determinirendeu Factoren, 
deren wirklicher Grad = g,— l ist, in Verbindung gebracht werden mit der 
Betrachtang einer gewissen algebraischen Gleichung 

wenn 

A(x,e) = i:p*.e"-* 

gesetzt ist. Dabei brauchen in Fy von den Functionen p^^jj resp. ir"''~\/?/,_,,,. 
jedesmal nur die Glieder mit x^\ x\ ... a:"*^"' beibehalten zu werden. 

Man erhält zunächst die möglichen Werthe des höchsten Coeffi- 
cienten Ag^^^ in G(x~^), indem man «?u als Wurzel der Gleichung 

bestimmt und — (s^k — l)--'^^^-! = «'o setzt. Aus der oben über die Functionen 
Pf,y gemachten Bemerkung geht unmittelbar hervor, dass sich aus der Glei- 
chung für «?o stets mindestens ein endlicher und von Null verschiedener 
Werth dieser Grösse ergeben muss. 



(8-.) 
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Bei der weiteren Verfolgung des ZusamiDenhanges jener algebraischen 
Gleichung mit der Bestimmung der determinirenden Factoren wollen wir 
aber der Bequemlichkeit halber von jetzt an den Index r fortlassen, indem 
wir voraussetzen, dass für irgend einen der in Betracht kommenden Werthe 
von m die zugehörige Gleichung 

(9.) F(x, r) = f(x, v)-i(m+ l):r'".r ^^C^^'^ = 
aufgestellt sei, wobei 

gesetzt ist. Nach (8^) ist dann 

(10.) F(x,w) - a:"•^^$(JJ), 
und es hat gleichzeitig die gegebene Differentialgleichung die Form 

(11.) x-"»+".p.,. g:-+xc-')("...).^,._^p^+...+p^y = 0. 

Ist nun zunächst «„ eine einfache Wurzel der Gleichung 

F(0,r) = /-(0,e) = 0, 

so ergeben- sich aus (10.) durch f»-malige Differentiation und Einsetzen der 
Werthe .r = 0, t r = t?„ die weiteren Coefficienten in w der Reihe nach ein- 
deutig, endlich und gleich den entsprechenden Coefficienten in der zu t?,, 
gehörigen p]ntwickelung der durch (9.) definirten algebraischen Function t?. 
Jeder einfachen Wurzel «?„ entspricht also ein eindeutig bestimmter deter- 
minirender Factor und ein einziger wohlbestimmter Werth des die Ver- 
zweigung des Normalintegrals bestimmenden Exponenten A, wie dies von 
Herrn Hamburger (wenigstens für den Fall, wo m den grösstmöglichen 
Werth besitzt) auf anderem Wege bewiesen ist (vgl. auch Thome, Journ. fiir 
Math. Bd. 76, S. 299). Man kann auch leicht nachweisen, dass der nach 
der oben angegebenen Art und Weise berechnete Werth von A mit dem 
von Herrn Hamburger gegebenen übereinstimmt, worauf wir aber hier nicht 
eingehen wollen. 

Ehe wir nun zur Betrachtung der mehrfachen Wurzeln f?„ übergehen, 
müssen wir kurz auf die Bestimmung der Coefficienten der ganzen rationalen 

Function g(x)^ welche in dem Normalintegral x^e^'^'" \gr(a?) auftritt, sowie 
auf die Bedingungen, welche zur wirklichen Existenz dieses Integrals (in 
welchem G^x"^) und A auf die angegebene Weise gefunden worden sind) 
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erfüllt sein müssen, eingehen. Die von Herrn Hamburger angestellten Be- 
trachtungen erfahren hier so gut wie gar keine Aenderungen. 

Wird die Differentialgleichung (11.) durch die Substitution y = e^^'~^\i7 

d*n 

transformirt, so geht sie, wenn noch j ' = w.a?^"* (i = 0, 1, ... «) eingeführt 
wird, über in (a. a. 0. S. 264) 

(12.) •••+(«PoP„-i+(n-l)p,P«_, + -+p,»,)iii 

Die ganze rationale Function /?. ist, wie aus ihrer Definition hervorgeht, 
vom Grade i(fii+l)+cf, P^ vom Grade tm — 1; also ist a;"'^"-'^+« die höchste 
Potenz von x^ die in (12.) in den Coefficienten von w,, ... ?/,, auftritt. 

Nun ist für die Existenz unseres Normalintegrals vor Allem noth- 
wendig, dass der oben bestimmte Werth A mit irgend einer Wurzel r der 
determinirenden Fundamentalgleichung 

r(r+l)...(r+fi~l)-aHr(r+l)...(r+fi~2)+—f(-l)X« - 

durch die Gleichung 

(13.) -r = A+x 

verbunden sei, wo x eine positive ganze Zahl bedeutet, welche den Grad 
der ganzen rationalen Function g(x) angiebt, wenn das Normalintegral 
überhaupt existirt. 

Ist die Bedingung (13.) erfüllt, so findet man, wenn 

g(x) = B^,+ BiX-^ \-B^x' («o=t=«o 

B B 

gesetzt wird, die x Verhältnisse g- , ... ^' , indem man die Coefficienten 



von x^, x^y ... x"»(«-^>+'^''-^ in (12.) gleich Null setzt; damit die sich so er- 
gebenden Gleichungen unter einander verträglich seien, müssen m(ii—l)+a~l 
Bedingungen erfüllt sein, welche in Verbindung mit (13.) zugleich noth- 
wendig und hinreichend sind, damit das auf die angegebene Weise bestimmte 
Integral wirklich existire. 

II. 
Es sei nun t?,, eine mehrfache Wurzel der Gleichung F(0, t?) = 0, also 

r— r.. 
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Soll dieser Wurzel ein determinirender Factor (oder mehrere) entsprechen, 
so müssen die aus F(x, «?) = durch m-maliges Differentiiren und Einsetzen 
der Werthe x = 0, t? = t?,, folgenden Gleichungen (wir wollen sie kurz als 
die zu F=0 gehöiigen Ableilungsgleichungen bezeichnen, da sie die Ablei- 
tungen der algebraischen Function tj bestimmen) für die Grössen f?i, «?2? ••• 
der Reihe nach endliche Werthe ergeben, was im Allgemeinen nicht der 
Fall ist, da schon die erste dieser Gleichungen 

dF\ ./öF\ 



G-) +(4) --^ = 



»=r- r— f., 



dF 






e=r. 



Wir müssen also zuerst die Bedingungen aufsuchen, welche hin- 
reichend und noth wendig sind, damit den Ableitungsgleichungen die eben 
erwähnte Eigenschaft zukomme. 

Es werde 



r=p., 



= 1. 2, ...) 



gesetzt Alsdann lässt sich das System der zu F = gehörigen Ableitungs- 
gleichungen für a; = 0, tj = f?„ folgendermassen schreiben (vergl. Stoh, ,,Ueber 
die singulären Punkte der algebraischen Functionen und Curven", Math. 
Annalen Bd. 8, S. 417 f.): 

i 1 r d^F{x, r) 1 _ ,^ _ y 1 d'^r o,. _ r. 

(1.) p '-'"^-' J;- ~ ' -^&9^9^:•r-^vr''^^'^- - ^ 

oder auch, wenn derjenige Theil der iten Ableitungsgleichung, welcher 
«A5 «^A+n ••• nicht enthält, sondern nur t?i, ... t?A_i, mit ^,^*~^^ bezeichnet 
wird (S/ofo, a. a. 0. S. 424), 

(2.) '^'- = io ä>;!:.:" "'öir ""-<'••• = ^' 

Dabei ist, wie man leicht aus (2.) herleiten kann, 

(3.) *<- = |lj,.-?|!l^"-.,. 

Die ersten Ableitungsgleichungen lauten nun^ ausgeschrieben, 

2» 
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Wie schon oben bemerkt, würde, da der Voraussetzung zufolge fl„ = ist, 
kein endlicher Werth t?, existiren können, wenn nicht zugleich F,„ = wäre, 
Ist diese Bedingung erfüllt, so liefert die zweite Gleichung einen oder zwei 
endliche Werthe für t?i, falls nicht F„ und fl„ beide Null sind. Wenn aber 
dies der Fall ist, so muss, damit ein solcher endlicher Werth existiren kann, 
auch F2„ = sein; dann aber liefert die dritte Gleichung einen, zwei oder 
drei endliche Werthe für ri, wenn nicht F^i, F,2, Fg, gleichzeitig Null 
sind, u. s. w. 

Um die Untersuchung allgemein zu halten, wollen wir annehmen, 
es sei y, die kleinste Zahl, für welche noch sämmtliche Grössen F^_,_^. 
(x = 1, 2, ... ^1—1) gleich Null sind, dagegen nicht mehr sämmtliche Grössen 
Pv.^x,* (^ = 1, 2, ... 1',), so würde offenbar die den Werth von t?i bestimmende 
Gleichung lauter unendliche Wurzeln haben, wenn nicht auch gleichzeitig 

{A.) F,„ = Foo =- F3,, = ••• = Fy,_i,„ = 

wären; ist dies aber der Fall, so werden die Vj— 1 ersten Ableitungsglei- 

chungen identisch erfüllt, da für f < v^ *, =: 0, -a -' = ist, und es wird 

die ^ite Ableitungsgleichung, welche den Werth von i?, bestimmt, nämlich 

(„Finalgleichung für f?/' nach der Bezeichnung des Herrn Hamburger in 
der Abhandlung „Ueber die Entwickelung algebraischer Functionen in 
Reihen", Schlömilch^ Zeitschrift, Bd. 16, S. 473), eine oder mehrere endliche 
Wurzeln besitzen, da die Coefficienten von t?i, t?i, ... cp nicht alle Null sind. 
Die folgenden Ableitungsgleichungen können nun, wenn man 

f=r, + i', r = yi + r 
setzt, auf die Form 

gebracht werden (Sloh, a. a. 0. S. 422), d. h. weun nur die ersten Glei- 
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changen hingeschrieben werden, 

U. B. f. 

Ist nun Vi eine endliche Wurzel der Gleichung ^^^ = 0, und zwar zunächst 

eine einfache, also -ö-- +0, so folgen aus den obigen Gleichungen auch 

endliche, eindeutig ' bestimmte Werthe von ©2, «3, ...; es existirt dann eine 
zu t?,„ «?j gehörige reguläre (nach ganzen Potenzen von x fortschreitende) 
Entwickelung von e, wie dies ja bekannt ist. Ist aber Vi eine mehrfache 

endliche Wurzel von ^^^ = 0, also ^ "' = 0, so wollen wir der Allgemein- 
heit wegen gleich annehmen, es sei ^2 die kleinste Zahl, für welche noch 
alle Grössen — ~^~^''~ (^~ ^' '^' •• L~S~J) S^^^^^ Null sind, dagegen 

nicht mehr sämmtliche Grössen — v^^--(;f = l, 2, ... ["2"])' ®^ müssen, 

damit die Finalgleichung für ©2 wenigstens eine endliche Wurzel habe, 
die Bedingungen 

erfüllt sein, wenn für «?i der hier betrachtete Werth gesetzt wird; und ist 
dies der Fall, so wird diese Finalgleichung, nämlich 

^'^ S x! de- ^^ - ^' 



X- 



eine oder mehrere endliche Wurzeln besitzen. Das weitere Schlussverfahren 
ist nun ganz analog. 

Man bringe zunächst (indem man in (2.) ä = 3 nimmt) die Ableitungs- 
gleichungen von der (v24-l)ten an auf die Form 

'^^ = ^ orhzr'-^''>>' ^ ^ <^^^« = '^ ^'^«^« = •+2'-*, 3 ^ s+l<i) 

und setze « = ^2+1', f^a^'^a + h s^Vi+s'; alsdann wird 

(der Minimalwerth von s'+l ist = 1, da offenbar das Werthepaar s' = 0, / = 1 
vorkommt) , woraus hervorgeht, dass diese Gleichungen (für «' = 1, 2, . . .) 
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in der Form grosse Aehnlichkeit mit den früheren haben, nor dass statt 
vs^ hier »,»^+i, statt *„+,- hier ^'„+,- steht. Die ersten dieser Gleichungen 

lanten 

U. 8. W. 

Hieraus ergeben sich nun wieder, genau wie vorher, folgende Bedingungen. 
Ist f>2 eine endliche Wurzel der Gleichung ^y, — und Vj die kleinste 

Zahl, für welche noch sämmtliche Grössen — wt~^\^ = 1? 2, ... y ^Z J) 

verschwinden, wenn für tj^, t?i, ©2 die hier betrachteten Werthe eingesetzt 

werden, dagegen nicht mehr alle Grössen — ^-~^(;f=l, 2, ... [o*]) 

gleich Null sind, so ist nothwendig, dass für diese Werthe von t?», «i, «2 

sei, damit die Finalgleichung für «j, welche dann 

wird, für t?, wenigstens e«iie« endlichen Werth liefere. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, wie man weiter fortzufahren hat. Vor 
allem muss man darauf achten, dass man, der Gleichung F^Xyw) = a;''*+\^(x) 
zufolge, nur die m ersten Ableitungsgleichungen der Gleichung F(x^ «?) = 
berücksichtigen darf. Werden die Zahlen r*, i's, ... in analoger Weise 
wie i^i, V2, V3 definirt und ist für ein bestimmtes System auf einander folgender 
Werthe tJn, f?i, ©2, . • . 

so müssen ausser den Bedingungen (y4,), (R), (C.) noch die folgenden er- 
füllt sein: 



wozu für y^i<C«» noch die folgenden konfmen: 
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Und sind diese Bedingungen erfllllt, so erhalten wir aus den m ersten 
Ableitungsgleichungen von F(xy t?) = ein System von endlichen Werthen 
tj,„ t?i, ... Vr-ir während die Werthe der weiteren Coefficienten Vr, Ur+u • • .? 
welche gerade diesem System (t?,,, f?i, . . . c^_i) entsprechen, aus den m ersten 
Ableitungsgleichungen von F(x,f>)= nicht berechnet werden können. 



III. 

Um diese Coefficienten bestimmen zu können, muss man, wie schon 
bemerkt, zu einer Transformation der gegebenen Differentialgleichung seine 
Zuflucht nehmen. 

Man setze 



(1.) dGXx"^) ^ ^, ^_,^,,, 



, = u.x 

dx 



also 



f;'(x-0 = -U...-"'-^t,a.-«"'-'>-...-^^t,,_,x-C'— o 



und traiisformire die gegebene Differentialgleichung (11.)) No. I, durch die 
Substitution 

(2.) y = e<^^'-'\rj. 
Für T] ei'gicbt sich alsdann folgende Differentialgleichung: 

(3.) x<»-^».,,;.^+xC-')C'»--').;,;.43.+...+p:, = 0, 



dx» ' '^^ dx* 



WO, wenn 



— 1^ 



dx^ 

gesetzt wird, 

ist, sodass auch die p] ganze rationale Functionen von x sind. Wir wollen 
versu(*.hen, etwas darüber festzustellen, von welcher Ordnung diese Func- 
tionen für X = verschwinden. 
Man findet leicht 

(4.) P; = u'^--i,(m+l)x-.u'^''+x"*^\g[(x), 



16 Günther, über lineare Differentialgleichungen. 

also 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von S. 11 ist daher für f<Cw4-l 

um-"'-"' 

(denn die Coefficienten in «' wurden ja aus den Gleichungen K^ = 0, 
Ä, = 0, ... K„,==0 berechnet), sodass pl mindestens von der (m+l)ten Ord- 
nung für a: = verschwindet. 

Um die entsprechende Bestimmung für die Functionen p„_, auszu- 
führen, werden wir die den Ä, entsprechenden Grössen 






r^^r^ 



ZU untersuchen haben. 

Es lässt sich nun zeigen, dass allgemein für jedes t^ l 

(6.) ffP>= ^-- 

ist. Für 1=1 ist der Satz von Herrn Stoh (a. a. 0. S. 427, (;'.)) bewie- 
sen; gesetzt nun, er sei überhaupt für irgend einen bestimmten Werth l^x 
als richtig dargethan, so ist, da ff^^'^^^ aus /T/*^ gerade so hervorgeht, wie 
äP> aus /C, 

sodass der Satz dann auch für k^x+i gilt, womit er allgemein bewiesen 
ist. Man kann den Beweis auch unabhängig von der angegebenen spe- 
ciellen Formel führen, worauf wir aber hier nicht eingehen. 

Zur Transformation der Gleichung (6.) icann folgende Formel dienen, 
die man in ähnlicher Weise wie die vorstehende entweder direct herleiten 
oder vermittelst einer von Herrn Stolz (a. a. 0. , S. 428, (ß.)) aufgestellten 
durch den Schluss von x auf x+1 beweisen kann, nämlich die Gleichung 

Die Formeln (6.) nnd (7.) wollen wir benutzen, om etwas darüber festzu- 
stellen, bis zu welcben Indices t die Grössen üC/'' verscbwinden , wenn für 
die Ableitungen von v an der Stelle a: = , t? = t?u die oben betrachteten 



JZ V __. ' m^\ ti^.' 
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Werthe ©i, t?., ... t?^.i gesetzt werden, für welche die Bedingungen der 
No. II gelten. 

Hierzu bringen wir die linken Seiten der Ableitungsgleichungen von 
F= (für x = 0, tJ = tJ,„ . . .) auf die P^rm 

{Sa^^l, 2,i^a^ = i+l(r^l)-s, r<£l+s-<t), 
wobei zu beachten, dass den Bedingungen der No. II zufolge für »<Cv^-i stets 

(8.) -^f ; - --:= .-.0 

ist. 

Nach (6.) und (7.) wird dann für r > 3 

(2a, = l, :?»„«„ = t + 2Af/(r-l)-*, r < /J« < «+2;.). 
Nach (8.) ist daher sicher /f/^^ = filr alle i, tiir welche 

i+2l+l(r-S)<Cv,_„ d.h. f<iv ,-A(r-l). 

Fttr r<2 kann man aus der Gleichung (»S. 11) 






auf ganz analoge Weise erschliessen, dass K}^^ sicher Null ist für f <:;y, — >- 
(wo r, fllr r = 1 durch m zu ersetzen ist) ; für r =^2 kann also der obige 
Ausspruch beibehalten werden. — Eine genaue Bestimmung des ersten 
Iudex i, fttr welchen /i'/^^ bei gegebenem a nicht mehr verschwindet, ist 
(von einem sogleich zu betrachtenden wichtigen Falle abgesehen) allgemein 
nicht möglich, da auf sicher vers(^hwuidende Grössen A',^'^ solche folgen, 
in denen Glieder auftreten, die durch die Bedingungen der No. II gar nicht 
berührt werden (vgl. S. 28). In der That hat auch tliese Bestimmung mit 
der Natur der algebraischen Function c nichts zu thun. 

Der soeben erwähnte Fall, in welchem doch, wenigstens flir /. = 1, 
eine genaue Bestimmung des ersten Index t, für den K;^^ + 0, mögli(;h ist, 
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Da — ;riiT""^ ^"^ ^'^^ «<.iw— r+3, so kommt nur dasjenige Glied in Be- 
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tritt ein, wenn tj^^j eine einfache Wurzel der Gleichung 4^[!^~J^ ('^r-\) = 
ist. Da Vr^i der letzte Coefficient sein sollte, der sich für das betrachtete 
Werthsystem (t?,,, t?i, . . .) aus den Gleichungen Ä'i = 0, ... If„. == berechnen 
lässt, so wird hier y^_, =m sein. Man betrachte nun, zunächst für r > 3, 

tracht, wo / = 0, s = m—r+S ist; sodass Ä'i/-r+i= ^— — +0 (nach der 
Voraussetzung)' ist. Hier ist also t = m— r+l der erste Index, für welchen 
Ky^ nicht verschwindet. Für r = 2 leitet man dasselbe Resultat aus (9.) 
her; der Fall r = 1 braucht nicht in Betracht gezogen zu werden. — 

Um nun diese Ergebnisse mit der Untersuchung der obigen Functionen 

p'n-x in Verbindung zu setzen, beachte man, dass die Grösse ., | . C -i^ )] 

aus K}^^ dadurch hervorgeht, dass man die Grössen 0J*~'\ welche in dem 
Ausdruck der letzteren auftreten, ersetzt durch solche Grössen, die sich 
von den ^J*-^^ insofern unterscheiden, als in ihnen t? durch w' ersetzt ist; 
für r <I m stimmen aber diese beiden Arten von Grössen 0^*"^> mit einander 
überein (den Bedingungen der No. II zufolge), woraus sich ergiebt, dass 
für die oben betrachteten Werthe von i 

t! L dx' J, 

ist. Hiernach können wir sagen, dass p[^x mindestens von der Ordnung 
i/^_i — A(r— 1) fllr x = verschwindet (für r=l ist diese Zahl durch w—A 
zu ersetzen); eine genaue Bestimmung der Ordnungszahl ist (wie sich z. B. 
auch später bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung direct zeigen 
wird, vgl. S. 28) aus den Bedingungen der No. II allein nicht möglich, aus- 
genommen den Fall, dass f?^_i eine einfache Wurzel der betreffenden Final- 
gleichung ist (r P^ 2), wo man dann sicher feststellen kann, dass p„^i gerade 
von der Ordnung m — r-i-l verschwindet. — 

Es sind nunmehr diejenigen determinirenden Factoren der Differential- 
gleichung (3.) zu ermitteln, deren wirklicher Grad < m— r ist. Hierzu hat 
man zuerst wieder für die Gleichung (3.) die möglichen Werthe für die 
Grade m' der determinirenden Factoren aufzustellen; diese sind, wie aus 
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den obigen Darlegungen erhellt, durch die entsprechenden Werthe für die 
ursprüngliche Differentialgleichung und die Bedingungen der No. II allein 
noch nicht bestimmt, und es bedarf daher, um sie zu finden, einer besonderen 
Untersuchung, über deren Ergebniss sich (von dem eben behandelten Falle 
abgesehen) nichts Allgemeines im Voraus feststellen lässt. Ist kein Werth 
von m' vorhanden, der , m—r wäre, so entspricht dem Werthsystem 
(fj,„ «?,, ... r^_,) kein determinirender Factor der ursprünglichen Gleichung; 
ist dagegen ein Werth m' '< m—r vorhanden, so kann man die Coefficienten 
^n ^r-^u •• • ^w-nr^i gleich Null setzen und die folgenden, soweit dies angeht, 
aus der dem Werthe m' entsprechenden, zu (3.) gehörigen algebraischen 
Gleichung F(x, c') = U durch Reihenentwickelung einer algebraischen 
Function bestimmen. Möglichenfalls werden neue Transformationen nöthig 
sein, wenn die m' ersten Ableitungsgleichungen von F = nicht ausreichen 
sollten, um alle Coefficienten zu bestimmen (nämlich wenn der Coefficient 
f?,„_„,* eine mehrfache Wurzel der Gleichung F*(0.v) = ist). Jedenfalls 
aber ist durch die obigen Betrachtungen ein wohlbestimmtes Rechnungsver- 
fahren gegeben, welches meist sehr schnell, in allen Fällen aber nach 
einer endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führen muss, denn der 
ungünstigste Fall, der bei einer solchen algebraischen Gleichung F' = 
eintreten könnte, wäre ja der, dass man aus dieser Gleichung nur den 
ersten Coefficienten f>,„_„,. berechnen könnte (nämlich wenn die der Zahl v^ 
entsprechende Zahl v[ j> m wäre); füi* diesen ersten Coefficienten aber erhält 
man (vorausgesetzt, dass m eben ein möglicher Grad eines determinirenden 
Factors von (3.) ist) unter allen Umständen endliche und von Null ver- 
schiedene Werthe, wie aus den früheren Darlegungen sofort hervorgeht. 

Wir hatten oben Gelegenheit, auf einen gewissen Fall hinzuweisen, 
in welchem sich scharf feststellen Hess, von weh^her Ordnung in der trans- 
formirten Differentialgleichung (3.) der Coefficient //l. , tlir ,t = ver- 
schwindet. Auf dieser Feststellung beruht folgender Satz: Wenn eine der 
zu den successiven Gleichungen F(,r, «?), F'(jr,f?') =0, ... gehörigen Ab- 
leitungsgleichungen eine einfache endliche Wurzel v„ besitzt, so entspricht 
dem betrachteten Werthsystem t?.„ ... t?.,_,, t;^, ein einziger wohlbestimmter 
determinirender Factor, zu welchem der zugehörige Exponent A ebenfalls 
eindeutig bestimmt ist. Wir werden diesen Satz zunächst unabhängig von 
den obigen Feststellungen beweisen, dann aber einen zweiten Beweis geben, 
welcher sich wesentlich auf jene Feststellungen stürzt. 

3* 
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Wir wollen der Bequemlichkeit wegen, ohne der Allgemeinheit Ein- 
trag zu thun, annehmen, dass r^ eine einfache Wurzel einer der zu F(x,f>) = 
selbst gehörenden Ableitungsgleichungen sei (p <^ r— 1), da in jedem anderen 
Falle der Beweis ganz analog zu führen wäre. 

Man substituire in die Differentialgleichung 

unter t?,,, . . . t?^_i das betrachtete Werthsystem verstehend, welches den vor- 
hergehenden Ableitungsgleichungen genügt, y = e'^^*"'^ i?, wo 

ist. Für Tj ergiebt sich dann, wenn noch 

gesetzt wird, die Differentialgleichung 

(10.) x-^"'-^^>y.,-g- + ar^-'>C'»+'V.-£kT+-+'/'.'? = 0. 

Von dieser Gleichung wollen wir nun zeigen, dass sie einen deter- 
minirenden Factor (iw— p)ten Grades besitzt, in welchem der höchste 
Coefficient eine einfache Wurzel der betreffenden algebraischen Gleichung 
ist, und welchem also zufolge des Fundamentalsatzes ein eindeutig bestimmter 
Exponent entspricht. 

Um diesen Nachweis zu führen, bringen wir die DiflFerentialgleichung 
(10.) auf die Form 

und bilden nach den Vorschriften der No. I die zugehörige algebraische 
Gleichung 

+ 

wo die positive Zahl ß^ welche dem früheren a entspricht, noch in passen- 
der Weise zu bestimmen sein wird. 

Setzen wir js = ^.x~^, so kommt 

G(x, a) = Glx, §-).x^-'^, G,(x, i) - 2:<f.-ie-(m-(f+ l)|x''' Ü'(^+l).9',-i_,l'-'. 
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Nun hat man aber nach Früherem 
also 

daher wird 



= F(x, Z+sO+ie.x-.g- ^'^<^-^-^,^+^ -+ar--^\ytx, g) 



oder 



(11.) a;"^-''.G(x,a) = F(x,t+i.x^)+x"'-^\gXxyi). 

Hieraus ergiebt sich die Existenz eines einfachen regulären Functions- 
Zweiges a, der für a? = in den Werth ©^ übergeht, da der vorstehenden 
Gleichung zufolge die p ersten Ableitungen von t+z.x" mit den entsprechen- 
den von t? (die aus F(x, t?) = durch v^ Differentiationen gewonnen werden) 
übereinstimmen; zugleich lehrt diese Betrachtung, duss (i = «p— ^^> zu wählen 
ist; dass diese Zahl stets H^ ist, kann leicht gezeigt werden. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der algebraischen Gleichung 
G(x, z) ergiebt sich aber sofort die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes. 

Hiernach gehen wir über zu dem zweiten Beweise des obigen Satzes 
mit Hülfe der Feststellungen von S. 18. 

Behalten wir die Bezeichrmngen von S. 15 ff. bei, so ist klar, dass, 
wenn «?^ (p<Cr— 1) eine einfache Wurzel der betreffenden Ableitungsglei- 
chung ist, dasselbe auch von tj^_i gelten wird, und zwar wird «?^_i bestimmt 
aus der iwten Ableitungsgleichung f{„^ = 0. Transformiren wir dann, wie 
S. 15, die gegebene Differentialgleichung durch 
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SO ergiebt sich fllr t] die Gleichung 

(3.) a;«c-Op;,-£^ + xC-o("M..y, |^-_!^. + ...+p;^ = 0, 

und hierin verschwindet p|, mindestens von der Ordnung m+1, p|,_i genau 
von der Ordnung m— r+l, p^_p (A ^ 2) mindestens von der Ordnung 

m—l(r—l\ natürlich ^ *> ["ZTJ vorausgesetzt. Bringen wir (3.) auf die 
Form 

und bilden die zugehörige algebraische Gleichung 
H(x, z) = aj^jp;,Ä'*+[p;a:-'-«2(w-r+l)a:"'->;,]a"-H- 

SO ist klar, dass die Exponenten der niedrigsten Potenzen von x^ die in 
den Coefficienten von x~^.H{x, a) auftreten, folgende sind (wenn wir mit e^ 
eine positive Zahl, die auch Null sein kann, bezeichnen): 

a*) wt— r+l— (w-"l)r = w+1 — »r, 

(letztere Bestimmung kann man offenbar auch für ^> 1 "^i J gelten lassen). 

Hiernach ist y = nr—m-~\ zu wählen; in H{x,z) werden dann die Expo- 
nenten der niedrigsten Potenzen von x hi den Coefficienten von 

3") f., ^ 0, 

Die Gleichung HQ), 3) = ü wird also eine Gleichung ersten Grades in z, 
worin der Ooefficient von z nicht gleich Null ist; sie liefert also nur eine 
einfache endliche Wurzel, und damit ist wiederum der in Rede stehende Satz 
bewiesen. Ist also irgend eine der Grössen t?», . . . f>„,-i eine einfache VV^ur- 
zel der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichung (woraus dann folgt, dass 
allen darauf folgenden Grössen t?, dieselbe Eigenschaft zukommt), so ist der 
zu dem betreffenden determinirendeu Factor gehörige Exponent A eindeutig 
und endlich bestimmt, und es kann dann also der determinirende Factor 
mitsammt dem Exponenten, wie oben gezeigt wurde, durch Reihenentwicke- 
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long der den Gleichungen F(ai, i?) = 0, F'(a?, t?') = 0, ... genügenden alge- 
braischen Functionen bestimmt werden. 

Die Gleichung (11.), S. 21, gilt natürlich allgemein, auch wenn v^ 
keine einfache Wurzel der betreifenden Ableitungsgleichung ist; immer wird 
also die Gleichung G(x, a) = einen (freilich i. A. nicht regulären) Func- 
tionszweig a liefern, dessen Entwickelung in der Umgebung von a? = mit 
v„ beginnt Daraus ergiebt sich mit Hülfe gewisser einfacher Betrachtungen 
aus der Theorie der algebraischen Functionen (s. Hamburger, Schlömilch^ 
Zeitschr., Bd. 16, S. 473, 475, 476) ohne Schwierigkeit, dass im Allge- 
meinen die Zahlen .t/,„ //,, . . ., welche die Grade der Vielfachheit tllr die 
Wurzeln i?,,, «?i, ... angeben, eine abnehmende Reihe bilden; es wird daher 
in der Regel nicht der Fall eintreten, dass auch «,„_i noch eine mehrfache 
Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist 

Wenn aber dies doch der Fall ist, so kann der Exponent A, falls 
überhaupt für denselben sich endliche Wcrthe ergeben, nicht auf die oben 
angegebene Weise ditrch Reihenentwickelung algebraischer Functionen ge- 
funden werden; man niuss dann, nachdem der ganze Ausdruck 

m 

berechnet ist die gegebene Differentialgleichung P(t/) — durch die Sub- 
stitution y = e''^^''^\7] transformiren und nun direct die Exponenten der even- 
tuellen regulären Integrale // zu bestimmen suchen. Dieselben ergeben sich 
bekanntlich in der Weise, dass man, wenn 

die Differentialgleichung für /^ ist, den Ausdruck P\x'').x~' nach Potenzen 
von X entwickelt und den Coefficienten F(r) des niedrigsten Gliedes dieser 
Entwickelung, welcher als determinirende Function bezeichnet wird, gleich 
Null setzt; die Wurzeln dieser Gleichung F(r) = liefern die mciglichen 
Werthe der Exponenten A. Der (Jrad der (Gleichung ist «— /, wenn / der 
„charakteristische Index'' der Differentialgleichung F(iD = (für den singu- 
lären Punkt x = ü) ist (vergl. oben S. 5). 

Aus unseren obigen Erörterungen folgt, dass, falls irgend einer der 
Coefficienten A,,,, . . . J, des determinirenden Factors e''^'~*^ eine einfache 
Wurzel der betreffenden Ableitungsglcichung ist, der Grad der determiniren- 
den Function für die Differentialgleichung P'(r/) =^ stets 1 ist. Wenn 
aber jeder Coefficient, auch der letzte A^. eine mehrfache Wurzel der be- 
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treffenden Gleichung ist, so ist man nicht ip Stande, den Grad der deter- 
rainirenden Function allgemein zu fixiren; man kann jedoch folgenden Satz 
beweisen: 

Wenn -/4,(= —^m-x) eine i#;„_i-fache Wurzel der diese Grösse be- 
stimmenden Gleichung ist, so kann der Grad der determinirenden Function 
der Differentialgleichung P'(^) = ^ nicht grösser als //„,_i sein. 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des folgenden: Ist einer der 

Coefficienten ^^_,(= 17- O ^^^^ /v^ache Wurzel der betreffenden Glei- 
chung, so substituire man in die gegebene Differentialgleichung 

alsdann kann der Grad der determinirenden Function für die Differential- 
gleichung in r] nicht grösser als //, sein. (Speciell vgl. Thome, Journ. für 
Math. Bd. 83, S. 120 f.). Auf den Beweis dieser Sätze gehen wir hier 
nicht ein. — 

Hinsichtlich der Bestimmung des P^xponenten A sei noch darauf 
hingewiesen, dass, falls sämmtliche Coefficienten A^, ... Ai mehrfache Wurzeln 
der betreffenden algebraischen Gleichungen sind, im Allgemeinen ausser 
den Bedingungen der No. II noch besondere Bedingungen erfüllt sein 
müssen, damit der Grad der determinirenden F'unction tlir die Differential- 
gleichung P'(ri) = grösser als Null werde, also sich für den Exponenten 
A endliche Werthe ergeben, wie auch Herr Thome (Journ. für Math. Bd. 76, 
S. 299) bemerkt hat. 

Die Bestimmung der ganzen rationalen Function g(x) in dem Nor- 
malintegral e^^'^^Kx^.g^x) gestaltet sich wieder wie früher (S. 9 f.), -wir 
gehen daher hier nicht noch einmal darauf ein. — 

Wenn der Grad m des determinirenden Factors gleich Null ange- 
nommen wird, so geht das Normalintegral in ein reguläres x'^.gix) über. 
Wir wollen diesen einfachen Fall hier nicht besonders erörtern, da die Be- 
dingungen für das Eintreten desselben leicht 'aufzustellen sind; wir wollen 
vielmehr nur beiläufig auf eine Formel aufmerksam machen, welche sich 
durch Anwendung der Gleichung (6.), No. I, auf ein solches reguläres 
Integral ri ergiebt. Die logarithmische Ableitung wird hier 

i = Ax-' + %{x), 

z, = (-iy.Ax-^^^''+%(x), 
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also nach der angegebenen Gleichung 

Andererseits ist aber doch 

^•2 = A(A-l)...(A-i+l) + x'.%(xy, 
es muss also (wenn /„— 1 für /„ geschrieben wird) 

A(A-l)...(A-t+ 1) = i(- ly-M'X- -,-•'- (^m„ = ;f, ^/„»,„ = 
sein, was auch leicht verificirt werden kann. (S. 32.) — 



IV. 

Als einfaches Beispiel fllr unsere obigen Erörterungen über die zu 
mehrfachen Wurzeln v^ der Gleichunji: F(0, t?) = gehörenden determiniren- 
den Factoren behandeln wir die l)ifferential*];leichnng zweiter Ordnung 

(1.) /'(y)= 2'+'/'-2+V'J' = ^' 

WO 

ist. Um die möglichen Werthe der Zahl w-f-l zu erhalten, hat man 
' , \^ zu vergleichen; ist 7, 2> « ? ^^^ ^^^ -''i ^''^ möglicher Werth von 

m f 1, und es kann dann ausserdem noch '_' --ry^—^Ti ein solcher Werth 

sein; ist aber ^ "^i, so kann nur ^ (vorausgesetzt, dass dies eine ganze 

Zahl ist) einen möglichen Werth von m+1 darstellen. 

Ist i2—^i ^ii» Werth von m+1, so hat man zu bilden die zuge- 
hörige algebraische Gleichung 

wo 

Pin -' ^- 9 J'w — •' •7»7 P'^\ — ar ' .^2, 

und hier ist (da c = 1, vgl. S. 6) 

r?l ^ 77^ — 0(7,- TT,) = 2y!i — n.^ > 0, 

daher 
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Man hat also r,, als endliche einfache Wurzel der Gleichung 

/^i(0.r..) = i7.(0)f?o+i7,(0) = 0. 

Da wir hier den Fall einer Doppelwurzel erörtern wollen, so können wir 
uns demnach beschränken auf die Betrachtung desjenigen Falles, in welchem 

m+l gleich der (als ganzzahlig vorausgesetzten) grössten der Zahlen ti,, ,/ 

ist. Da die Grösse a hier gleich Null ist, so lautet die zugehörige alge- 
braische Gleichung 

(2.) F(x, r) = v'+{p,-(fn+l)x^^)f>+p, = (p, = x-^\q,, p, = x'^''^'\(i;), 

wo p„ p2 nicht beide fUr a? = verschwinden. 

Man erkennt nun leicht: Sind die Coefficienten i?,,, «i, t?2, . . . der 
Reihe nach Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Gleichungen, so 
sind die zugehörigen Zahlen ^i = 2, ^2 = 4, ... J', = 2t, . . .; aus den zu 

F= gehörigen Ableitungsgleichungen können, wenn p = 1^1 gesetzt wird, 

nur fjo, t?i, ... f>p berechnet werden : und zwar sind die Finalgleichungen 
für diese 

F(0,t^.,) = 0, 02(0=0, 4K(v,) = 0, C(t^3) = 0, . . . *^r)(t?,) = 0, 

wofür auch 

(3.) - = 0. -tr " 0. -f = 0, . . . ^r» , „ 

gesetzt werden kann; dabei müssen aber die noth wendigen Bedingungen 

(4) F,o = 0, 03(t?.) = 0, *;(€,,) = 0, . . . ^Pi^,i? (v,_0 = 
erfüllt sein, wozu für fw = 2p+l noch die folgende kommt: 

Wir wollen die Gleichungssysteme (3.) und (4.) einer näheren Prüfung 
unterziehen. 

Man hat offenbar für f>2: 

ferner für i >>4: 

desgleichen ttir i > 6 : 
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u. 8. f. Gesetzt, man habe bereits bewiesen, dass für t >> 2x 
80 ist für i > 2if+2 






«+i 



1 



1 



., F,,+ ^.^j^,-F,_,,,«. + "-+^.-^yF,..,.,*.+ ^^— ^ 



womit der obige Ausdruck (5.) für ^'-'^ unter der Voraussetzung i >► 2x 
allgemein bewiesen ist. 

Hiernach gestaltet sich das System der Bedingungsgleichungen (4.) 
folgendermassen : 

F.0 = 0, 



(4-.) 



1^ j- /^7()+ g-j /^til «^1 + -g^ I -^51 ^2 + -^y '^41 «^3 = 0, 



Um idie Gleichungen (3.) explicite aufstellen zu können, beachte man, dass 



^>(.-.) =,0(«-3)+Ö*jJ"-?i.^^+_ 



1 d'^^'-V 



2! öi)J_, 



ist, wo 



also wird 






oder nach (5.) 






{»-1) 



= /^ß = 2: 



+2p, 



ö*f'-'' 



(6-) -"-m 



3l?,-l 



= "T^xi + 2fJ,. 



X! 



] , 



Wir erhalten also für x = 1, ... p die Werthe von ©i, ... tj^: 

und diese Formel gilt offenbar auch ftir x = 0. Die Werthe (3^) können 

natürlich auch unmittelbar vermittelst directer Auflösung der quadratischen 

Gleichung F(jj, f>) = gefunden werden. 

4« 
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Hiermit sind die Gleicjhungssysteme (3.) und (4.) explicite gegeben. 
Das letztere liefert die Bedingungen dattir, dass unter den angegebenen 
Voraussetzungen endliche Werthe von «,,... f?p existiren; erst wenn diese Glei- 
chungen (4.) erfüllt sind, kann von den Grössen f?i, ... Vp überhaupt die Rede 
sein, und sie ergeben sich dann als Lösungen des Gleichungssystcms (3.). 

Die Gleichungen (3".) zeigen übrigens, dass, wenn (wie früher) 

U = Vii + ViX-l \'VpX^ 

gesetzt wird, die Coefficienten von x^\ x\ ... xJ" in u übereinstimmen mit 
den entsprechenden in — ^;?i, sodass 2w'— p, mindestens von der Ordnung 
p+1 für x = verschwindet; die Ordnungszahl des Nullwerdens ist gleich 
deijenigen von ax^x'*'-^ \'Oi,m-p^^'^\ welche durch die Bedingungen (4.) offen- 
bar in keiner Weise bestimmt wird (vergl. die allgemeinen Erörterungen 
S. 17 f.). 

um nun die weiteren Coefficienten v^^^^ «^+2? • • • ^m-i zu berechnen, 
rauss man die Gleichung (1.) durch die Substitution 

^ '- ^ ^ m m—p ^ 

transformiren. Für tj ergiebt sich die Differentialgleichung 

(7.) x^""+'>. 2 +x"-^'.czp[+pO- 2 HP'^+p.f.+pdn = 0, 

WO 

r, - x .e ^^- ^ u, 

gesetzt ist. Bezeichnen 7?J, tt^ die Ordnungszahlen des Unendlichwerdens 
der Coefficienten in (7.) (nachdem durch den Coefficienten der höchsten 
Ableitung dividirt ist) für x^O, so ist, wie aus den obigen Erörterungen 
folgt, n[<^m—p, 77.^<^w4-l. Man hat nun die Bedingungen dafür aufzu- 
stellen, dass sich für die Grade der determinirenden Factoren der Gleichung 
(7.) Zahlen ^ m—p—\ ergeben, und sodann diese determinirenden Factoren 
selbst, sowie die zugehörigen Exponenten A nach der oben dargelegten 
Methode zu bestimmen. Jedenfalls muss man nach einer endlichen Anzahl 
algebraischer Operationen zu dem Ziele gelangen, alle Coefficienten von 
G(x~^) und die zugehörigen Werthe des Exponenten A zu berechnen. — 
Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem sämmtliche 
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Coefficienten A^, ... A^ des determiiiirenden Factors e^^*" ^ endliche Doppel- 
wnrzeln der zu ihrer Bestimmung dienenden Ableitungsgleichungen sind, 
also nur dieser eine determinirende Factor vorhanden ist. Es lässt sich 
nämlich zeigen, dass alsdann die Gleichung (1.), wenn sie überhaupt ein 

Normalintegral besitzt, sogar deren zwei hat, sodass e"^^'^^^ P(e^^'''^^)ri = 
zwei in der Umgebung von o? = reguläre Integrale besitzt, und zwar 

wenn die Wurzeln fj, r, der Gleichung 

r(r-l)+a„r+Ö22 = 
von einander verschieden sind, sonst 

Man kann diesen Satz entweder durch Fortsetzung des obigen Schluss- 
verfahrens beweisen, oder indem man allgemein die Frage behandelt, wie 

sich die Bestimmung des determinirenden Factors e^^'~^^ einer Differential- 
gleichung fiter Ordnung gestaltet, wenn alle Coefficienten in G(x~^) endliche 
«-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind. Durch Be- 
trachtungen, die an sich nicht ohne Interesse smd, auf die wir aber hier 
nicht eingehen wollen, weil sie dem eigentlichen Zielpunkt dieser Unter- 
suchungen ferner liegen, ergiebt sich dann, dass in solchem Falle allgemein 

1 1 r d^p (x) 1 

(wie schon oben flir n = 2 gefunden) «^ = rrL~~i±^J ^^*? '^"^ ^^' 

gleich ergiebt sich die transformirte Differentialgleichung (für t] = e~^'^'~^Ky) 
in einer Form, welche für « = 2 in 

(c eine Constante) übergeht, woraus sich die Richtigkeit der obigen Be- 
hauptung durch einfache Schlussfolgerungen ergiebt. 

V. 

Wir wenden uns nun noch zu dem Falle, wo die Ausdrücke der Inte- 
grale von P(t/) = Logarithmen enthalten, also die Form J:^ -Z$^(a:"^).log''iP 

besitzen. Es soll als Verallgemeinerung des früheren Problems untersucht 
werden, unter welchen Bedingungen die beständig (ausser für x = 0) con- 

vergenten Potenzreihen ^ß^x"^) aus Functionen von der Form e^^'^'^K^^x) 
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linear zusaramengesetzt sind. Diese Frage kann leieht auf eine weit ein- 
fachere zurückgeführt werden. 

Wenn nämlich eine beliebige lineare Differentialgleichung ()(y) = 
(deren Coefficienten in der Umgebung einer singulären Stelle a? = a sich wie 
rationale Functionen verhalten) ein Integral besitzt, welches in der Um- 
gebung von x = a die Entwickelung 

1=1 X 

hat, wo Wi = Gi{^x—a\~^) ist und die y„ in der Umgebung von x = a nach 
positiven ganzen Potenzen von a:— a entwickel bar sind, so lässt sich zeigen, 

dass alsdann jedes Aggregat (x—ay.e •JE'y,,log'(a:— a) für sich ein Inte- 
gral der Differentialgleichung sein muss. 

Zunächst überzeugt man sich leicht, dass die Substitution des obigen 
Werthes für y in die linke Seite der Differentialgleichung einen Ausdruck 

P U'. 

von der Form (x—aJ.JSe '^Z^.xlog'Cx— ö) liefert, wo die 0^, sich in der 

Umgebung von x = a wie rationale Functionen verhalten. Hieraus folgt 
nach einem von Herrn Fuchs bewiesenen Satze (Journ. für Math. Bd. 68, 
S. 356) für jedes x 

(1.) ie"^0,, = 0. 



Man kann nun leicht beweisen, dass eine solche Gleichung, wenn man die 
Wi als unter einander verschieden annimmt, nur dann bestehen kann, wenn 
die Functionen ^, (wir lassen den zweiten Index fort) identisch verschwinden. 
Um dies zu zeigen, difterentiire man Gleichung (1.), wodurch sich 
ergiebt 

(2.) ie^'(w^;0.+*;) = 0. 

Eliminirt man aus dieser Gleichung und der ersten etwa die letzte Grösse 

e**^, so erhält man eine der ersten analog gebaute Gleichung, die aber ein 
Glied weniger enthält: 

(3.) Se^Vy^, = 0, 
»— i • 

und hierbei ist 
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sodass auch die ^i in der Umgebung von x = a sich wie rationale Func- 
tionen verhalten. Ein solcher Ausdruck V^ kann, wie man leicht sieht, 
nur dann identisch Null sein, wenn entweder eine der beiden Functionen 
<Pi oder 0p identisch verschwindet, oder Wi^ W^ ist. 

Soll also (1.) gelten, so muss auch eine Gleichung (3.) derselben 
Art, aber mit einem Gliede weniger, bestehen. So kann man die Anzahl 
der Glieder immer mehr verringern, und da für p = 1 eine solche Gleichung 
6^».Jfi = die Folgerung X^ee^O nach sich zieht, so erkennt man, rück- 
wärts schliessend, dass auch (I.), falls die FF. alle verschieden sind, nur 
dann bestehen kann, wenn sämmtliche 0^ identisch verschwinden. 

Hieraus folgt aber sofort die Richtigkeit der oben ausgesprochenen 

Behauptung, dass nämlich jedes der Aggregate {x—aj.e *\Zy.^log'(a;— a) 

für sich ein Integral der Differentialgleichung sein müsse. 

Damit ist das oben aufgestellte Problem zurückgeführt auf die Unter- 
suchung logarithmischer Normalintegrale von der Form 

(4.) .T^e^^^"'>.i$,(a:)log«ar. 

Vergleicht man diese Darstellung mit der anderen 

x\2:%(^x-').\og^x, 

welche sich auf die Forderung stützt, dass sich das Integral in der Um- 
gebung von X — ^ regulär verhalten soll, so erkennt man sofort, dass auch 
hier die beständig convergenten Potenzreihen ^^a(^) sich auf ganze rationale 
Functionen ga(pr) reduciren müssen, falls überhaupt Integrale von der Form 
(4.) möglich sein sollen. 

Man kann dies auch in ähnlicher Weise, wie dies Herr Hamburger 
(Journ. für Math. Bd. 103, S. 266 f.) gethan hat, aus der Recursionsformel 
für die Coefticienten einer solchen Potenzreihe ^aW erschliessen. Man 
erhält nämlich für die Coefticienten der Potenzen des Logarithmus im 
Integral (4.) lineare Differentialgleichungen von folgender Form (wenn 
P'(i,) = e-«(--^).P(6^V"»)^) ist, wo P(y) = die ursprüngliche Differential- 
gleichung bedeutet): 

(5«.) P'{%ixj) = 0, 

(5'.) P'{H>r{x)) = *p_, (r = p-l.p-J....U), 

und hier ist 0p_, eine homogene lineare Function von folgenden Grössen: 
^,+, und den Ableitungen dieser Function bis zur (n— l)ten Ordnung,.. y,+.. 
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und den Ableitungen davon bis zur (w ~2)ten Ordnung, u. s. w., i/'^ und den 
Ableitungen bis («— ()o— r))ten Ordnung. Die Coefficienten dieser Aus- 
drücke in ^p_r werden ganze rationale Functionen von x. 
Man hat nämlich in 

P'Cy) = 2:p'(v«iog"ar) 

a 

den Coefficienten jeder einzelnen Potenz des Logarithmus gleich Null zu 
setzen. Glieder mit log^'x werden offenbar nur aus denjenigen Gliedern 
i/'alog'*a: erhalten, in denen ap>r ist. Man hat 



A=(l 



dx' 



Nun ist aber, wenn 






" »n,lm,!.../;"</'^' 



gesetzt wird (sodass nach S. 25 

A(A-l)...(A-i+l) = 2:C,,A' 
isst; C.^ = für ;f > «; C,,, = ausser für / = 0): 

es wird also der gesuchte Coefficient von log'a; in PX*Pr+h^og''*''x): 

k-h t — h '»•*' 

Für A = wird dieser Ausdruck nichts anderes als P'(VO? wie zu erwarten 
war; man erhält also 0^_^ als negative Summe der obigen Ausdrücke für 
Ä= 1, 2, ... p—Ty woraus die Richtigkeit des oben Gesagten erhellt 

So erkennt man zunächst, dass die Recursionsformel für die Coeffi- 
cienten B^^ von ^j, folgende Form haben wird (s. Hamburger^ a. a. O. 
S. 266) 

wo 

während die übrigen Functionen f in Beziehung auf y. von niedrigerem als 



Günther, über lineare Di/ferenfialgleichungen. 33 

dem xten Grade sind. Hieraus folgt sofort, wie in dem von Herrn Ham- 
burger behandelten Falle, dass ^^ nur eine ganze rationale Function gp sein 
kann. Stellt man dann die Gleichung (5\) zuvörderst ftlr a=p—l auf: 

so ist aus den obigen Formeln zu ersehen, dass auf der rechten Seite, nach- 
dem die Gleichung durch ip^^"' dividirt ist, eine ganze rationale Function 
von X steht; die Kecursionsformel wird also hier folgende Form haben: 

wo Q^^ von einem gewissen x ab gleich Null ist; hieraus ergiebt sich, dass 
auch ^y^i nur eine ganze rationale Function sein darf, und durch Fort- 
setzung dieser Schlussweise erkennt man die Richtigkeit der oben ausge- 
sprochenen Behauptung für ^p^ij . . . $,,. — 

Da nach einem Satze des Herrn Fuchs (Journ. fllr Math. Bd. 68, S. 356) 
der Coefficient der höchsten Potenz des Logarithmus in einem Ausdruck 
(4.) selbst ein Integral der Differentialgleichung ist (vergl. (5''.)), so sieht 

man, das^ die Bestimmung des determinirenden Factors e^'^'~^^ (welcher 
letztere übrigens nach dem Obigen einer ganzen Integralgruppe gemeinsam 
sein wird) in genau derselben Weise vorzunehmen ist wie früher. Ist der- 
selbe dann ermittelt, so nuiss man die Differentialgleichung 

aufstellen und untersuchen , ob sie in der Umgebung von x = reguläre 
Integrale besitzt. Die Exponenten derselben müssen Wurzeln der zu rr = 
gehörigen determinirenden Gleichung sein. Hieraus folgt sofort, dass ein 
solches mit Logarithmen behaftetes Normal integral nur zu einem deter- 
minirenden Factor e''^'~^^ gehören kann, dessen sämmtliche Coefficienten 
A^,...A^ vielfache Wurzeln der zu ihrer Bestimmung dienenden algebraischen 
Gleichungen sind; denn nur wenn dies der Fall ist, kann der Grad der 
zu a? = gehörigen determinirenden Gleichung gnjsser als 1 sein. Aber 
auch wenn diese Gleichung von höherem Grade ist, muss doch natürlich, 
damit logarithmische Normalintegrale vorhanden seien, die weitere Bedingung 
erfüllt sein, dass mehrere Wurzeln der Gleichung um ganze Zahlen (oder 
Null) von einander verschieden sind, sodass die Möglichkeit der Existenz 
solcher logarithmischen Normalintegrale sehr eingeschränkt ist. 

Die allgemeine Aufstellung der weiteren Bedingungen fllr die Existenz 
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solcher Integrale stösst auf die Schwierigkeit, dass man nicht im Stande 
ist, die Ordnungszahlen des Verschwindens der Functionen pi für a: = an- 
zugeben. Auch kann die Aufstellung dieser Bedingungen kein wesentliches 
theoretisches Interesse mehr darbieten, da es ja nur darauf ankommt, fest- 
zustellen, wann eine Differentialgleichung von der Porm P'(?/) = a;^gf(x) ein 
Integral der Form x^,gi{x) besitzt. 

Für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergiebt sich die 
Lösung des Problems in sehr einfacher Weise aus Früherem. Wenn in 
diesem Falle überhaupt logarithmische Normalintegrale vorhanden sein sollen, 
so muss der Grad der determinirenden Function von P'(^) = gleich zwei 
sein; dies kann nur dann eintreten, wenn sämmtliche Coefficienten A,,,^ ... ^i 
der Function G(ar^) Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Glei- 
chungen sind. In diesem Falle aber können nach No. IV eventuell vor- 
handene Normalintegrale der Gleichung P(y) = nur die Form 

oder 

a;^'.e^^*"'>, x'-\c^<'"'>.loga: 

haben; die einzig mögliche Form für ein logarithmisches Normalintegral 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung der hier betrachteten Klasse 
ist also 

wo c,, Ci Constanten bedeuten; die Bedingungen für die Existenz eines 
solchen ergeben sich leicht aus den früheren speciellen Erörterungen über 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
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lieber die Jacobisehen Functionen dreier Variabein, 

(Von ITerrn G. Frobenius in Zürich.) 



In der Abhandlung lieber das Verschwinden der Theta- Functionen 
entwickelt Riemann (§ 4, (ö.)) die Relation 

»ivr—ay+tyj &lay'^Uy+t,) :S D^ &(t ,^^1 ^ (s , z) * SD^O{ty)<f],{a, Q • 

WO sich // von 1 bis p bewegt, und D^f^(vy) die (von Riemann mit '^L(t5,.) 
bezeichnete) Ableitung von «9^(t? J nach v^ ist. Die Grössen f?^ = r^ und 
Dy = /y sind irgend zwei Werthsysteme, fllr welche i9(«^) = ist. Man kann 
dafür folglich zwei halbe Perioden mit ungerader Charakteristik wählen. 
Statt &(py) schreibe ich noch einfacher 5^(«?), indem ich symbolisch mit r 
das System der /? Variabein «?,, t?,, ... «?^ bezeichne. Die ungeraden Theta- 
functionen, welche durch Vermehrung von t) um die halben Perioden r und 
t und Hinzufilgung eines passenden Exponentialfactors aus d'(v) hervorgehen, 
seien f^ai^) ood t^^^Ct?), die beiden willkürlichen Punkte der Riemanns^chen 
Fläche, welche oben mit o^ t und s, z bezeichnet sind, will ich kurz x 
und y nennen, die Differentiale erster Gattung seien rf«r^^\ ... dw^^\ so 

dass Wy— «^ = / rffr^*'^ ist. In der P^ntwicklung von »^«(0 nach Potenzen 

X 

von f?,, ... f?., seien die Glieder der ersten Dimension ^al^'^v,,. Für den 
Punkt X sei 

dw^'^ : ... : dw^^'^ --^ x^'^ : ... : x^^\ 
fQr den Punkt y sei 

Unter Anwendung dieser abgeänderten Bezeichimng lautet dann die an- 
gegebene Formel für den betrachteten Fall (vgl. Riemann^ Vorlesung Zur 
Theorie der Abelschen Functionen für den Fall p = 3, Werke S. 457: Weber, 

5» 
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Theorie der vl6e/ächeu Fanctionen vom Geschlecht 3., § 13) 

X 

Folglich ist der durch die Gleichung 

(2.) z{»^(/"dw)J = jSa</>o^''>x(^>j,f'') 

X 

defiiiirte Factor Z von « unabhängig, hat also fllr jede ungerade Theta- 
function ^^«(0 denselben Werth. In dem Falle /? = 3 öeien ^,, d.^, .,. ^7 
irgend 7 der 28 ungeraden Functionen. Setzt man fllr « der Reihe nach 
die Indices 1, 2, ... 7, so erhält man sieben Gleichungen, aus denen man 
die sechs Ausdrücke jr^^^^^^^-f j!^"^y^^^ und die Grösse Z eliminiren kann. 
Man findet so 

(3.) '[^'\J «'»jj» ««. «« > o« > ««««5 «« ««> »«»«1 = 0. 

.2- 

Die linke Seite ist die Determinante siebenten Grades, deren sieben Zeilen 
man aus der aufgeschriebenen erhält, indem man « = 1, 2, ... 7 setzt. Die 
sieben ungeraden Charakteristiken kann man auf mannigfache Art so wählen, 
dass die sieben Thetafunctionen zweiten Grades (»'^a(«))^ linear unabhängig 
sind. (Weber j 1. c. § 5). Nimmt man dazu das Quadrat irgend einer geraden 
Thetafunction i'>„(f?), so hat mau acht gleichändrige Functionen, die linear 
unabhängig sind. Da es nicht mehr als acht solche Functionen giebt, so 
lässt sich jede andere mit ihnen gleichändrige Function auf die Form 

bringen, wo gr„, ^1, ... //; Constanten sind. Ueber diese kann man so ver- 
fügen, dass die Entwicklung von (p(v) nach Potenzen von v', f>\ t?'" mit 
den Gliedern der vierten Dimeiision anfängt. Damit dies nämlich der Fall 
sei, muss flr„ = sein und 2^ii/a(öa«'' + «a«?'' i »r«^')" identisch verschwinden. 
Ich werde nachweisen, dass die in dieser Forderung enthaltenen sechs 
homogenen linearen Gleichungen zwischen den Grössen ^,, ... g-, unter ein- 
ander unabhängig sind. Die f^mction i{/\p) ist folglich durch die ange- 
gebene Bedingung bis auf einen constanten Factor vollständig bestimmt, und 
zwar ist 
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Nach Gleichung (3.) ist daher • 

(4.) ^(/'dw) = 0, 

X 

oder die Function ^(v) verschwindet identisch, wenn man 

(5.) «'-> = f'dw^'^ (.=!.».») 

X 

setzt, wo X und y zwei willkürliche Punkte der Riemann^chen Fläche sind. 
Die Glieder der vierten Dimension, mit denen die Entwicklung von 
(p(v) anfängt, und deren Coefficienten, wie ich zeigen werde, nicht sämmtlich 
verschwinden, bilden eine ganze Function vierten Grades F(v\ v", v") oder 
kurz F(v). Lässt man nun in der identischen Gleichung (4.) den Punkt y 
unendlich nahe an x heranrücken , so erhält man F(dw) = , oder weil 
dw' : rfir" : dw'" = x' : a?" : x"^ ist, 

(6.) F(x', x'\ x'") = 0. 

Riemann hat (1. c. S. 459) bewiesen, dass zwischen Xy x'\ x'' eine homo- 
gene Gleichung des vierten Grades besteht. Die oben ausgeftlhrte directe 
Herstellung derselben zeigt, wie man die Coefficienten dieser Gleichung 
aus den Coefficienten der Thetareihen zusammensetzen kann. Da durch 
die Coefficienten von F(f?) die Perioden der Thetafunctionen bestimmt sind, 
so kann man eine Function ^{j>\ t!\ t?'") bilden, in deren Entwicklung die 
Glieder der vierten Dimension einer willkürlich gegebenen Function vierten 
Grades F(«?) gleich sind, und wenn k eine Constante und q{^^ eine homo- 
gene quadratische Function ist, so ist 

die allgemeinste Function, die den nämlichen Bedingungen wie (p(v) ge- 
nügt. Ist 

die mit einem beliebig gewählten Factor n versehene ^e^^esche Covariante 
von F(f>)y so kann man zeigen, dass die Glieder der sechsten Dimension 
in der Entwicklung von y(t?) die Form KG(v)+Q{v)F(v) haben müssen, 
wo die Constante K und die quadratische Function Q(f)) unbestimmt sind 
(§ 11). Wählt man k und q(v) so, dass diese Glieder gleich G(v) werden, 
so ist nunmehr die Function (p(v) vollständig bestimmt, und folglich muss 
das Aggregat der Glieder irgend einer Dimension in der Entwicklung von 
(p(f>) eine rationale Covariante der Function vierten Grades F(t?) sein. 
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Ist p > 3 , SO ist eine Riemann^che Thetafunction zweiten Grades 
nicht dadurch bestimmt, dass sie mit {^(v)y gleichändrig ist, und dass in 
ihrer Entwicklung die Glieder nullter und zweiter Dimension fehlen, sondeni 

es giebt dann 2^— 1— -^ ^ linear unabhängige Functionen dieser Art. 

Dieselben miissen aber sämmtlich identisch verschwinden, wenn man für 
die Variabein die Integrale (5.) substituirt. Es giebt aber, falls p > 3 ist, 
auch Thetafunctionen zweiten Grades mit nicht verschwindender Gruppen- 
charakteristik, die unter jener Annahme verschwinden. Z. B. entspricht, 
falls p :^ 4 ist, jeder der 255 nicht verschwindenden Gruppencharakteristiken 
eine bis auf einen constanten Factor völlig bestimmte gerade Thetafunction 
zweiten Grades, die fUr die Werthe (5.) Null ist. In der Entwicklung einer 
solchen Function ist das constante Glied Null, und sind die Glieder der 
zweiten Dimension von der Charakteristik unabhängig. 

Herr Weierstrass hat (Berl. Monatsber. 1869; S. 855) darauf auf- 
merksam gemacht, dass man das Additionstheorem benutzen kann, um aus 
particulären Lösungen der zwischen den Thetafunctionen bestehenden Re- 
lationen die allgemeine Lösung abzuleiten. Unter einer particulären Lö- 
sung wird eine solche verstanden, welche man erhält, indem man die Ver- 
änderlichkeit der Variabein t)', ... r^^ dadurch beschränkt, dass man zu 
den identischen Relationen zwischen den Thetafunctionen noch einige will- 
kürlich angenommene Gleichungen hinzunimmt, unter denen natürlich höch- 
stens p—1 unabhängige sein dürfen. Um aber zu einer brauchbaren parti- 
culären Lösung zu gelangen, ist es von der grössten Wichtigkeit, jene will- 
kürlich anzunehmenden Gleichungen in geschickter Weise zu wählen. Nun 
weist die Riemann^che Formel (L) darauf hin, dass es sich empfiehlt, die 
p Variabein v', ... v^^^ mittelst der Gleichungen (5.) durch zwei unab- 
hängige Variabein auszudrücken , also für p = 3 die Veränderlichkeit von 
v\ v"y v" durch die Gleichung ^(t?) = einzuschränken. 

Herr SchoUky hat in seiner Arbeit Abriss einer Theorie der Abel- 
sehen Functionen von drei Variabein, um zu der Darstellung (5.) zu gelangen, 
eine Relation G = {) aufgestellt (S. 46, Formel (9.)), deren linke Seite eine 
ungerade Thetafunction neunten Grades ist. Denn sie ist eine Determinante 
dritten Grades, deren Elemente L^^ ungerade Thetafunctionen dritten Grades 
sind. Daher ist zu vermuthen, dass G durch die oben definirte Function q> 
theilbar ist und in der That werde ich (§ 11, (8.)) nachweisen, dass unter 
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Anwendung der Bezeichnungen des Herrn SchoUky 

ist. Die Function (p, deren Untersuchung den obigen Andeutungen nach 
den Mittelpunkt der Theorie der Thetafunctionen von drei Variabein bildet, 
tritt zwar in der Darstellung des Herrn SchoUky nirgends explicite auf. 
Aber sie kommt nicht nur selbst als Factor verborgen in der Determinante 
G vor, sondern ihre Eigenschaften werden auch an mehreren andern Stellen 
seiner Arbeit in versteckter Form entwickelt und benutzt. Für das tiefere 
Verständniss dieser so Überaus schwierigen und wichtigen Arbeit ist daher 
die genauere Untersuchung dieser Function, die den Hauptinhalt der fol- 
genden Entwicklungen bildet, von besonderer Bedeutung. Um nur ein 
Beispiel anzuführen, so scheint das Gesetz, nach welchem Herr SchoUky 
die Constanten Factoren der ungeraden Sigraafunctionen wählt (S. 34, For- 
mel (79.)), ziemlich verwickelt. Im Wesentlichen kommt es aber darauf 

hinaus, dass der constante Factor ä« in der Gleichung a^(<j) = iha^^e) der 
reducirte Werth von y(f>) für die der Charakteristik a entsprechende halbe 
Periode ist. Aus diesem Gesetze ergiebt sich, dass jener Uebergang von 
den Thetafunctionen zu den Sigmafnnctionen auf 36 verschiedene Arten aus- 
geführt werden kann. Den Zusammenhang zwischen irgend zwei derselben 
habe ich in § 10 entwickelt. 

Der Untersuchung der Thetafunctionen von drei Variabein schicke 
ich als Einleitung (§ 1) einen kurzen Abriss der allgemeinen Theorie der 
Jaco6tschen Functionen erster Ordnung voraus. 

In den §§ 3, 4, 5 und 14 entwickle ich die wichtigsten Darstellungen 
und Eigenschaften der Function ^^(«j). Die §§ 6, 7 und 8 enthalten die 
analytischen Grundlagen für die Theorie der Wurzelfunctionen zweiter Ord- 
nung, die §§ 11, 12 und 13 die für die Theorie der Wurzelfunctionen dritter 
Ordnung. 

§1. 

Die geraden und ungeraden Jaco6t8chen Functionen erster Ordnung. 

Die allgemeinen Jaco6tschen Functionen von q Variabein habe ich 
in meiner Abhandlung lieber die Grundlagen der Theorie der Jacobischen 
Functionen (dieses Journal Bd. 97) dadurch definirt, dass sie im Endlichen 
überall holomorph sind und 2p Gleichungen von der Form: 
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befriedigen, wo E\z\ die Function c^"'* bezeichnet. Die Grössen 

sind 2(> arithmetisch unabhängige Perioden, aus denen sich nicht unendlich 
kleine Perioden zusammensetzen lassen. Diese Bedingungen sind nur und 
stets dann mit einander verträglich, wenn die Ausdrücke 

ganze Zahlen sind, und wenn ftlr alle Werthe der 2p Variabein a:«, die den 
Q linearen Gleichungen 

2\'aux^ = 

a 

genügen, die Form 

u,ß 

positiv ist, und nur verschwindet, falls jene Variabein sämmtlich Null sind. 
Das Zeichen x^'^^ bedeutet hier die zu x conjugirt complexe Grösse. Sind 
^u • • • ^iQ ganze Zahlen, und setzt man 

a a 

80 ist (vgl. die Anmerkung zu Formel (13.)) 

(2.) .^(«,+a„ ... «j+a,) = .9(«., ... «„)f!:[c4--fa'i(«i+K)]' 

wo 

(3.) c = -Sc„r„+iÄÄr„^r„rj 

ist. Das Zeichen S benutze ich hier und im Folgenden immer für Summen, 
bei denen nicht jeder der Summationsbuchstaben unabhängig von dem andern 
alle in Betracht kommenden Werthe durchläuft, sondern bei denen für «, ß 
nur alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen gesetzt werden sollen, also 
von zwei conjugirten Paaren, wie «, ft und /?, n nur das eine (gleichgültig 
welches) genommen werden soll. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen, welche unter diesen 
Voraussetzungen den obigen Bedingungen genügen, ist gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Determinante (2p)ten Grades *,,-J, die stets von Null ver- 
schieden ist. Nehmen wir nun an, dass A^j' = 1 ist, so ist die Function 
t9 («,,... w^,) bis auf einen constanten Factor durch die obigen Bedingungen 
vollständig bestimmt. Setzen wir weiter voraus, dass die Parameter c« = ^h^ 
Hälften ganzer Zahlen sind, so ist diese Function gerade oder ungerade. 
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Das System der q Variabein tii, ... u^ bezeichne ich symbolisch mit 
einem Buchstaben u, das System der q Grössen ^a^, ... ^a^ mit a. Ferner 

setze ich 

(4.) E[c+£a',(u,+^a>)] = i?[2a](«) 

und schreibe die Gleichung (2.) in der symbolischen Form 

(5.) f>(u+2a) = 9(u)Tj{2a](u). 

Sind »1, ... 8i^, ganze Zahlen, und bezeichnet 26 das System der (* Grössen 
bi = 2axa»ay SO sctzc ich 

(6.) E[|ÄA^r„*^+ i2:Ä„r„«J = (o, b) 

und 

(7.) E[\iX,r^r,,^^£ky;\ = (a, a) = (a). 

Bewegt sich jede der 2? Zahlen ri, ... r^^ von bis 1, so ist dann (1. c. 

S. 46, (5.)) 

(8.) -^(fl) = 2^/., 

wo ,u = +1 oder —1 ist, je nachdem &(u) gerade oder ungerade ist. Dem- 
nach ist 

(9.) »(-u) = u»(u). 

Man kann die Zahl fi auf folgendem Wege berechnen: Sei k'^ß = k^^, wenn 
das Paar a, /? in der Summe ^k^ßr^Vß vorkommt, und A^« = *1;9 (= "-*^a) 
und *^« = 2*«. Dann ist die symmetrische Determinante k'^ß] = k EB(—iy 
(mod. 4) und 

k*-l k-{-l)9 

« = (-1) « =(-!)■". 

Indessen mache ich von diesen Formeln im F'olgenden keinen Gebrauch. 
Aus der Function &(u) kann man durch Vermehrung des Arguments 
um halbe Perioden und Multiplication mit einem Exponential Factor andere 
/aco6ische Functionen erster Ordnung, mit denselben Perioden, aber andern 
Parametern ableiten. Zu dem Ende setze ich 

(10.) E[2:^a\(u,+\aO+i^Xßr^rß+j^2:ky^] = r,[a](u) 

oder auch = »/„(«), und 

(11.) E[\Bk^r^s^+^J:k^r„s^] = 1^(076). 

Für den Fall, dass die Zahlen r^ oder s^ alle gerade sind, gehen diese 
Definitionen in die Gleichungen (4.) und (6.) über. Da 

a a 
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ist, SO ist 



(12.) 2:(axb[-bxa\) = ^k^^r^Sß = 5 *«^(r««^-««r^). 



Mit Hülfe dieser Relation ergiebt sich leicht die Formel *) 

(13.) ru(u) = f(^,b)Ti^(u+b)ri,(u). 

Mit ab oder a+b bezeichne ich das System der p Grössen ^(ßi+bi) oder 
auch das System der 2p ganzen Zahlen r^+s . Nunmehr setze ich 

Das Zeichen a, unter welchem ich das System der p Grössen ^a^ oder 
das System der 2p Indices r,, verstehe, nenne ich die Charakteristik der 
Function ^„(w). Aus dieser Definition ergiebt sich 

und folglich nach Formel (13.) die Gleichung 

(15.) 9X^+b) = y(a7b)»a,(^H(u), 

welche eine Verallgemeinerung der Gleichung (14.) ist. Besonders häufig 
gebraucht man die folgende aus dieser Gleichung fliessende Formel: Ist 
W+«? = w+Sy und bedeuten a, b, c, rf, p halbe Perioden oder Charakteristiken, 
so ist 

^ '^ ^.(iw+p)&,(;s+p) Y(c~d:j) »r,(w)&,,(sy 

Nach Gleichung (5.) ist 

^-^...W-C/Lö + ^DJW- ^[a + 26](ii) ~ fj[a+2b](u) 

und folglich 

^«^^(m) ^[26j(M4-o)i7a(M) V 5 y \ :> /? 

also 

(17.) d.,.(«) = (6,a)*«(fi). 

Dieser Formel zufolge stellt der Ausdruck S-^du)^ falls man den Zahlen 



*) Daher ist i? [2a6](M) = t;[2a](M+26)i?[2/)](fi). Gilt also die Formel (2.) oder 
(o.) für die beiden Perioden 2a und 26, so ist 

*(M + 2a+26) = fi[2a](u+2b)&(n+2b) = »; [2aJ(M + 26) ly [26] (ii) *(")= ??[2flft](ii)*(tt), 

und mithin ist jene Formel auch für die Periode 2a6 richtig. Da sie nach (1.) gilt, 
wenn eine der Zahlen r« gleich il und die übrigen Null sind, so ist sie damit all- 
gemein bewiesen. 
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Ti, . • . r2p alle möglichen Werthe ertheilt, nur 2^^ wesentlich verschiedene 
Functionen dar, die man erhält, indem man jeder der Zahlen r^, ... rj^ die 
Werthe und 1 beilegt. Ersetzt man in der Formel (15.) b durch 26, so 
erhält man 

Setzt man also 

(18.) ((«, 6)) = ((6, a)) = (fl, 6)(6, a) = E[|^&„,r..,], 

SO erhält man die Formel 

(19.) »X^+2b) = ((fl,6))d«(fi)i?[26](f0, 

welche eine Verallgemeinerung der Formel (5.) ist *). 

Setzt man in der Gleichung (17.) b = — a, so findet man 

(20.) 5[-a](«) = ia)&[a](u). 



Ferner ist 



also 



und folglich 



L jvw / ,y[_a](-ti) iy[a](M) 

(21.) 5[-.a](-..) = fi»[a](n), 



(22.) d„(-fi) = (alu»Xu). 

Die Function «^«(w) ist also gerade oder ungerade, je nachdem (a) = +u 
oder —fj. ist, und je nachdem heisst auch die Charakteristik a gerade oder 
ungerade. Befinden sich also g gerade und h ungerade unter den 2^^ Func- 
tionen i%(u)^ so ist g+h = 2^^ und nach Formel (8.) g—h = 2", und folglich 

g = 2^-X2^+l)^ * = 2?-\2?-l). 
Es ist nun leicht, alle die Sätze, die ich in meiner Arbeit lieber das 
AddiHonstheorem der Thetafunctionen mehrerer Variabein (dieses Journ. Bd. 89) 
über die Charakteristiken der Thetafunctionen entwickelt habe, auf die hier 
gegebenen Definitionen zu ttbertragen. Zwischen den Symbolen (7.) und 
(18.) besteht die Beziehung 

(23.) ((«, b)) = {a)(b)(ab). 

Je nachdem dieser Ausdruck gleich +1 oder —1 ist, heissen die beiden 
Charakteristiken a und b syzygelisch oder azygetisch. (Diese Definition 



•) Die Ausdrücke (a, 6) und ((a, 6)) habe ich in meinen bisherigen Arbeiten (vgl. 
dieses Journ. Bd. 89, S. 190) mit ([;) und (a, 6) bezeichnet. 

6» 
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kommt nur zur Anwendung, wenn a und b Gruppencharakteristiken sind, 
d. h. als Summen einer geraden Anzahl der ursprünglichen Charakteristiken 
zu betrachten sind.) Je nachdem ferner der Ausdruck 

((o, h, cj) = (a){h)(c)iabc) = (6c)(ca)(a6) = ((6, c)X{c, a)){(a, 6)) = {(ab, ac)) 

gleich + 1 oder — 1 ist, heissen die drei Charakteristiken a, 6, c syzygetisch 
oder azygetisch. (Diese Definition kommt nur in Betracht, wenn a, b, c 
einfache Charakteristiken oder Summen einer ungeraden Anzahl derselben 
sind.) Dieser Ausdruck bleibt ungeändert, wenn jede der drei Charakte- 
ristiken um dieselbe Charakteristik r vermehrt wird, 

((ar, 6r, er)) = {{a, b, c)). 

Ein System von 2p +2 Charakteristiken, von denen je drei azygetisch sind, 
heisst ein Fundamentalsystem. Ist r eine beliebige Charakteristik, und bil- 
den «,„ öj, ... «2^^! ein Fundamentalsystem, so bilden auch a„r, ö,r, . . . a^^^xr 
ein solches. Die 2^^ verschiedenen Fundamentalsysteme, die auf diese Weise 
aus einem erhalten werden, nenne ich eine Schaar von Fundamentalsystemen. 
(Ich habe sie 1. c. einen Complex genannt.) Sind a, b, c, d vier Charakte- 
ristiken eines Fundamentalsystems, ist s ihre Summe, und ersetzt man diese 
vier durch as, bs^ cs^ ds^ während man die übrigen unverändert lässt, so 
erhält man wieder ein Fundamentalsystem. Ist die Summe der ungeraden 
Charakteristiken in dem ursprünglichen Fundamentalsystem gleich Ar, so ist 
sie in dem abgeleiteten gleich ks. 

§2. 

Die Trtcwfeisohen Functionen dreier Variabein. 

In dem Falle (> = 3 bezeichne ich die 8 Charakteristiken eines be- 
liebigen Fundamentalsystems mit o,,, ai, ... a-, oder noch einfacher mit 
[0], [1], . . . [7]. Unter denselben befinden sich entweder 3 oder 7 ungerade. 
Ihre Summe, die eine gerade Charakteristik ist, bezeichne ich mit Ar, die 
Summe aller 8, die ^ O(mod. 2) ist, mit 

(1.) [012... 7] = 2;. 

Sind n, /?, y^ d verschiedene Zahlen von bis 7, so stellt {ka(i\ die 28 
ungeraden und [/r«/?/^] die 35 von [/r] verschiedenen geraden Charakteristiken 
dar. Bedient man sich also des Zeichens (7.) § 1, so ist 

(2.) (*«/?) = -(/r), (Ä«/V) -+(&). 
Durchläuft r alle 64 Charakteristiken, so durchläuft [Or], [Ir], . . . [7r] eine 
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Schaar von Fundamentalsystemen. Unter denselben befinden sich acht, die 
aus einer geraden und sieben ungeraden Charakteristiken bestehen, und 56, 
die aus fünf geraden und drei ungeraden bestehen. In jedem dieser 64 
Systeme ist die Summe der ungeraden Charakteristiken congruent k. Um 
alle 36.64 Fundamentalsysteme aufzustellen, genügt es, aus jeder der 
36 Schaaren von je 64 Systemen einen Repräsentanten anzugeben. Sind 
a^ ßy y, J, Xy i, Uy V die acht Zahlen von bis 7 und ist a = [ctftyd^ ee \xXixv\ 
so bilden 

[aa\ [ßa\ [>'«], [cTa], [x\ [l\ [a], [v] 

ein Fundamentalsystem, in welchem die Summe der ungeraden Charakte- 
ristiken congruent ha ist. Da man die acht (Charakteristiken des ursprüng- 
lichen Fundamentalsystems auf 35 Arten in zwei Halbsysteme von je vier 
Charakteristiken zerlegen kann, so erhält man auf diese Weise (zusammen 
mit dem ursprünglichen Fundamentalsystem) 36 Repräsentanten für die 36 
Schaaren von Fundamentalsystemen. Jeder geraden Charakteristik k ent- 
spricht eine bestimmte Schaar, die ans allen denjenigen Fundamentalsystemen 
besteht, für welche die Summe der ungeraden Charakteristiken congruent k ist. 
Ist ab = 2j, so ist nach Formel (17.) § 1 

{ja, ka)f>[ka\(u) = .9[Aa+2/+2a](w) = f>[kb+ia](u) = f^[kh](fi), 
also 

(3.) ff[kbXu) = Ua, ka)f)[kaXu) = (j, k)Uk, «) (/r) (Ar«) ^ [/ra] (ii) 

und speciell 

(4.) f^^nn(^0 = U, k){jk, 0123).V'.37(t^), »^^uu.{n) = -^(j. I^XjK 67)^^,,.;(.i). 

Ist u eine Variable (d. h. ein System von 3 Variabein u, u\ u") 
und 8 eine Constante, und bewegt sich l von bis 7, so sind die acht 
Producte «^a(«')»^it/ («*+*) linear unabhängig. Denn aus der Gleichung 

folgt, wenn man u == [«] setzt, C« = 0. Da es nicht mehr als acht gleich- 
ändrige Jacoftische Functionen zweiten Grades giebt, so besteht mithin, falls 
r und IT Constanten sind, eine Relation von der Form 

C.^,(w+t?)^.(f/+ir) - i:C,f>,Mf^,,{n + f>^-w). 

A 

Setzt man i/ = [a], so erhält man C,,i}k(0)i>^(f)-\-w) == (a)Cd'ka(^)f>t:a(j^)' l^as 
hier auftretende Argument (d. h. u = w" ~ //'" = 0) ist nicht mit der 
Charakteristik [0] zu verwechseln. Man findet demnach das folgende zu- 
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erst von Herrn Weber aufgestellte Additionstheorem 

Ist a eine beliebige Charakteristik, und ersetzt man das Fonda- 
mentalsystem der Charakteristiken [A] durch das der Charakteristiken [ail], 
so bleibt k ungeändert, und folglich erhält man 

(6.) ^.(0)^,(r+tr).^,(fr+ti)d,Cfi+r) = f (ai) d,,,(#0 ^...(r) ^..aCit) d,,,(ii+r +ir). 

l>ie Werthe der Function 7 (u) für die ß3 halben Perioden. 

Jede Jaeo6tsche Function zweiten Grades, die mit (ß'(u)y gleich- 
ändrig ist, lässt sich auf die Form 

(1.) ip(u) = ^lg.{»,.,(u)y 

bringen. Verschwindet sie ftlr n — 0, so ist ^„ = 0. Sollen ausserdem die 
Glieder zweiter Dimension in ihrer Entwicklung verschwinden, so muss 
identisch 

2 -»7 / ' ' I n n , in in\i f\ 

^•xgi(ßx» +a, n +o, M ) = 

sein. Dabei ist mit 

u^ = a),n-\-a)U +a; u (1 = 1. i, ...7) 

das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung von ^^ai^) 
nach Potenzen von w bezeichnet. Durch jene Gleichung sind die Verhält- 
nisse der Grössen g^ bestimmt. Bedient man sich der Abkürzung 

und setzt man 
SO ist 

WO das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist. je nachdem laaßß'yy 

eine eigentliche oder uneigentliche Permutation der Zahlen 1. 2. . . . 7 ist. 

Um die Determinanten /;,„. zu berechnen, flihre ich die Abkürzungen 

ein 

(2.) .^(0) = c, .^,.i,<,(0)-c,,,,,, 

so dass nach Formel (4), § 2 

(3.) r^,, = 0, *)C;*' ^/ W^-tr»^ 
ist. Setzt man nun in der Formel (6.) §2 a = [0], r = [57], fp==[67], so 
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erhält man 

= -St(A, 567A)c«7AC„75i'V6K^)'**«u(w). 

Bei der Berechnung des Vorzeichens ist zu berücksichtigen, dass 

(4.) ((/^, y))((y, «))((«,/?)) = -1 

und folglieh 

(5.) ((a/i,7(y)) = +l, (« A 7 J) = (y J, «/?) 
ist. Aus jener Formel folgt 

und wenn man ti^ = U2 = setzt: 

(3, 3567)Cio67C„375Cö5fi/i23 + (4, 4567)c,>467C,475C,M5(iA-24 = 0. 

Setzt man also 

fvil = *12jC1? ^X^? *^X*^? 1-)(1-^*^9 ^jC|)4«»^m57Cü407C«»5677 

80 ist /i23 = /124. Da ausserdem /123 ungeändert bleibt, falls man die Indices 
unter einander vertauscht, so ist l^ß^ = / von den Indices 1, 2, ... 7 unab- 
hängig. Demnach ist 

gx = -'*(23,4567)(45, 67)/7i(cui2,Co,3,)-^o(^oi4.c,„5.) 

V V 

\pm¥S ^KVihl ^KYSM ^«1356 <^(J357 ^0340 ^i »25fi ^mi)» 

Setzt man aber in der Formel (o.) § 2 w = [056], t? = [047], w = [146], so 
findet man 

(6.) { ^' *^*^^' ^^*^"^' ^^^'^' '^^^^^ '^('^^' 246))cc^„23Cou5eo..7 

l = C«4<»^r257 ^»347^056 A)357^(l34()^r25<»^«»247» 

Bedient man sich also der Abkürzungen 

(7.) ««^ = (/r«)(«,/i) = -f^, 
und 

(8.) e = 77 j€,^, 

SO erhält man (vgl. Schotlky, 1. e. S. 29) 

gx = ^«a, A)(01)ci7,'c„„„ 

WO 1/, V alle verschiedenen Paare von je zwei der Indices 2, 3, ... 7 
durchlaufen. 

Ist a irgend eine halbe Periode, so nenne ich den Ausdruck 
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den reducirten Wertli der Function f/:(//) für u = a. Derselbe bleibt un- 
geändert, wenn a durch eine congruente halbe Periode ersetzt wird. Setzt 
man in der Gleichung (1.) w = [Oo], so erhält man c^g,, = (AOa, Oa) A,!« und 
folglich 

Indem man nun über den constanten Factor der Function (p(u) eine be- 
stimmte Verfllgung trifft, kaini man den obigen Entwicklungen zufolge setzen 

wo fiy r alle Paare der 6 von und l verschiedenen Indices durchlaufen. 
In dieser ganzen Rechnung ist der Index bevorzugt. Bevorzugt man 
einen andern Index a, so findet man, dass flir jeden von a verschiedenen 

Index ß 

(10.) Ä„^, = '-U.kXk,aß)c(nc,^,^J). 

Da A«o = A,,,, ist, so ist hier der constante Factor von (f(u) in derselben 
Weise gewählt, wie vorher, und demnach ist 

(11.) cV>(w) = -f (Ä-, «i)(«A)A„,(^,,,0/))l 

Der Ausdruck h^^ bleibt ungeändert, nicht nur wenn a oder [i^ sondern auch 
wenn k durch eine mod. 2 congruente Ch^irakteristik ersetzt wird. 

Um nun auch die reducirten Werthe von cf^v) tllr die übrigen halben 
Perioden zu berechnen, betrachte ich ein anderes Fundamentalsystera. Sei 
6 = [0127] und 

7' = 76, 0' = 06, I'-IA, 2' = 26, 3' = 8, 4' = 4, 5' = 5, 6' = 6, 
also y = kb und/^j (mod. 2). Dann ist nach Formel (10.) 

A3.. = -(/,*')(*', 3'40.n*']W/7,'^[*'3'4'//'r'](O). 
Nun ist aber 

H[k] - »[kb] = U. *)a*, i)^^[*3456], ^[/f'3'4'5'6'] = &[kjj] = \j, k]9[kl 
Durchläuft // die Zahlen 0, 1, 2, 7 und r die Zahlen 5, 6, so ist 

.^[*'3'4>y] = ^[A34//r66] = (6, *34iiy).9[/r34i/r] 

und fl (6, /r34//^) = 1. Sind // und r zwei der Zahlen 0, 1, 2, 7, und sind 
() und o die beiden andern, so ist 

i^[*'3'4'//V] - f)[kMui^hbb] - (6//r, *34(>a)t^[Ä34pa] 
und n(bfn\ kb&uv) = (6, *634). Daher ist 

Ä34' = -Uy *)(*^ 34)c(/7rj,,, J = Ä34. 
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Setzt man ferner « = [0123], so ist 

A„ = A3,;, = -(/, *')(*', 3'7')ö[*'](0) 77 d[Ä'3'7VtV](0)/ 

Nan ist aber 

;?[*'] = ^[*6] = (3, *6)iV[Äo37]. 

Durchläuft ,m die Zahlen 0, 1, 2 und v die Zahlen 4, 5, 6, so ist 

^[&'3'7',uV] = f>[k%l fivbbb] = (76, Äa.aO-^C*«,«"] 

und n(lb,kanv) = (lb,kb). Sind ;« und v zwei der Zahlen 0, 1, 2, und 
ist (> die dritte, so ist 

.^[*'3'7>V] = ,9[*37,«>'] = (p, kSluv)9[ka7(f] 

und /7(p, *37hi') = — (3a, 37Ä). Sind ,u und r zwei der Zahlen 4, 5, 6, 
und ist (} die dritte, so ist 

d[*'3'7>V] = ,9[kS7,uybb] = (b, k^l tiv)&[k^l tiv] 

= (Jt)Ukb, Ao3(»)fi^[*012e] = (kXjkbS, ka3Q)9[kaS(f] 

und n(k)Ukb3, kaS(>) = (kXjkbS, *37). Daher ist 

(12.) A„ = (Jo,«)(/7.9[*fl«^](0)), 

wo jii die Zahlen 0, 1, 2, 3 und r die Zahlen 4, 5, 6, 7 durchläuft. Oder 
es ist 

wo 1^ die vier von «, /:?, y, rJ verschiedenen Indices durchläuft. Die 
Charakteristiken der 16 geraden Thetafunctionen, deren Nullwerthe in dem 
Producte A„ vorkommen, sind die sämnitlichen geraden Charakteristiken, 
welche zu a addirt eine ungerade Charakteristik ergeben. Da 

d[M567^/r] -= 0«, *a//r)»9[*0123/ir] 
ist, so ist 

(14.) A„|.^3 = A^:^,;. 

Die so definirten 63 Constanten A„, wo a irgend eine der 63 verschiedenen 
nicht verschwindenden Gruppencharakteristiken bedeutet, bleiben ungeändert, 
wenn die Charakteristiken j^ A, [0], ... [7] (mod. 2) abgeändert werden, 
oder wenn bei ihrer Berechnung irgend ein anderes Fundamentalsystem 
statt des ursprünglichen zu Grunde gelegt wird. Ist a die verschwindende 
Gruppencharakteristik, die ich mit bezeichne, so setze ich A,, = 0. 

In derselben Weise, wie oben die Formel (5.) § 2 erhalten wurde, 
findet man die Gleichung 

(15.) (d,(ü))vK/0 = -f .;(*/M, AA)A,,(.9,,,(i/))^ 

Journal für Mathematik Bd. CV. lloft 1. 7 
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WO b irgend eine Charakteristik ist. Ist z. B. 6 = [012], so ist damit (p(u) 
durch drei ungerade und fünf gerade Thetafunetionen ausgedrückt Wählt 
man ferner statt des ursprünglichen Fundamentalsystems ein anderes, indem 
man a = [0123] und 0' = 0«, ... 3' = 3a, 4' = 4, ... 7' = 7 setzt, so er- 
hält man 

(16.) (»UO)yv>(^n) = ^f.(kbl,ab'i)h^,,(»^,,Q^^^^^ 

Die Vergleichung der Formeln (15.) und (16.) zeigt, dass (p(u) nicht etwa 
die Grösse c = S-k^O) als Nenner enthält. Letztere Formel erlaubt sogar, 
den Ausdruck zu bestimmen, in welchen (f(u) übergeht, falls c = ist 
(Vgl. Formel (17.) § 14). Wählt man in derselben 6 = [0], so erhält man, 
weil die Grössen A,,^j sämmtlich für c = verschwinden. 

Ebenso ist, wenn ka irgend eine von k verschiedene gerade Charakteristik 
ist, und c^ = ist, 

In dem hyperelliptischen Falle geht also (p(ji), von einem constanten Factor 
abgesehen, in das Quadrat derjenigen geraden Thetafunction über, welche 
für w = verschwindet Da nun die Einfachheit, mit welcher sich dieser 
Fall erledigen lässt, wesentlich auf der Existenz dieser von der zweiten 
Ordnung verschwindenden Thetafunction ersten Grades beruht, so erklärt 
sich daraus die Bedeutung, welche für die allgemeine Theorie die Adjunction 

der irrationalen Function l'(/^(w) besitzt. Verschwindet kein NuUwerth einer 
geraden Thetafunction, so kaini diese Function nicht eindeutig sein. Denn 
sonst wäre sie eine Jacoftische Function ersten Grades, deren Entwicklung 
mit den Gliedern der zweiten (oder höheren) Dimension anfängt Die Ent- 
wicklung jeder solchen Function ersten Grades beginnt aber unter der ge- 
machten Annahme mit den Gliedern der nullten oder ersten Dimension, je 
nachdem sie gerade oder ungerade ist. 

Ich ertheile jetzt dem Producte der Nullwerthe aller 3Ö geraden 
Thetafunetionen ein bestinuntes Vorzeichen, indem ich 

(17.) h - U,k)c(nc,,^;) 

setze, wo l, *i, v alle verschiedenen Tiipel der Zahlen 1, 2, ... 7 durch- 
laufen. Dieser Ausdruck bleibt nämlich ungeändert, wenn irgend eine der bei 
seiner Bildung benutzten Charakteristiken mod. 2 abgeändert wird, femer 
auch, wenn statt der Charakteristik [0] eine andere bevorzugt wird, endlich 
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wenn statt des ursprunglichen FUndamentalsystems irgend ein anderes ge- 
wählt wird. 

Durch eine leichte Rechnung findet man nun die Relationen 

(18.) /7A«, = -c'h\ 
wo V die sieben von a verschiedenen Indices durchläuft, und 

(19.) KßKyha^hßyhß^hyi = h^ c^ c^ßysKßr»^ 
Femer ergiebt sich die Gleichung 

(20.) hßyh,.aKß = -hglß^y 
wo 

(21.) ±gaj,r = Kljc^ß,,) • 

ist. Hier durchläuft r die flinf von w, [3, y verschiedenen der Indices 
0, 1, ... 7. Endlich ist 

wo 

ist, und Xy l, cf, /?, y, a'y ft\ y ^'^ ^^^t Indices 0, 1, ... 7 sind. Diese 
beiden Formeln lassen sich folgendermasseu zusammenfassen: Sind a und b 
zwei azygetische Charakteristiken, so ist 

(24.) KKK. = -A(^^r(0))^ 

wo r die sechs geraden Charakteristiken durchläuft, für welche ar und br 
(und folglich auch abr) ungerade sind. In ähnlicher Weise lässt sich zeigen: 
Sind a und b zwei verschiedene nicht verschwindende syzygetische Charakte- 
ristiken, so ist 

(25.) ^^ = {n&M)\ 

■ 

WO r die acht geraden Charakteristiken durchläuft, für welche ar und br 
ungerade sind, und folglich abr gerade ist. 

§4. 

Die Quadratwurzeln aus den Wertheu von (fi(u) für die halben Perioden. 

Die soeben entwickelten Formeln werde ich dazu benutzen, die 
Quadratwurzeln aus den 63 Grössen A„ durch 7 unter ihnen auszudrücken. 
Während in der bisherigen Untersuchung jede Bevorzugung, welche irgend 
eine Charakteristik erfahren hat, nur scheinbar gewesen ist, werde ich von 
jetzt an die gerade Charakteristik k und die ihr entsprechende Schaar von 

7» 
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Fandamentalsystemen bevorzugen. Indem ich Über das oben unbestimmt 
gelassene Vorzeichen des Ausdrucks (21.) § 3 eine bestimmte Verftlgung 
treffe, setze ich 

Dann ist nach Formel (13.) § 3 
Ferner findet man leicht 

(3.) ng^,, = a, «/^)(«/^, kyh%, 

wo l die sechs von a^ ß verschiedenen Indices durchläuft, und endlich 

(*•) 9w9w9iK\.*92,3^ = -(J, o67)(234, *)c'Äo,fl'5.f,,7- 
Indem ich nun A„ mit dem Vorzeichen verbinde, mit dem es in der Formel 
(15.) § 3 auftritt, setze ich 

(5.) (&o, a)A, = gl, 
also 

(6.) 9lß = -(«/^, Ä)A«, = -(J, k)(aß)c(inc^,^,) 

und 

(7.) 9aßr^ = («/^y<^, *)A.^rc^ = U^ ctßyd)(ftftY(ij k)n(Cß^i,Cay^,c^ß.^,c^ß^,). 
Ist ferner 

(8.) Ä = g\ 

so ist nach Formel (20.) § 3 

(Jlßr9ra9aßf = (99a.ß,yy 

und nach Formel (18.) § 3 

(ng,J^ = (eV7. 

Ich wähle nun die Vorzeichen der sieben Wurzeln ^„i, ••• 9^ willkürlich, 
dann das Vorzeichen von g so, dass 

ng.u ^ a kXj\ ü)(0, kyecY 

ist, wo fc das durch die Gleichung (8.) § 3 eingeführte Vorzeichen ist. Nun- 
mehr definire ich das Vorzeichen von g,,^ {a, /i=l, 2, ... 7) durch die 
Gleichung 

9y\a9^^ß9aß = 99^\n.ßj 

so dass 

(i^O 9aß = 9ßo. 



\l 
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ist. Aus den Gleichungen (19.) § 3 und (2.) folgt 

(Si)affi)fi9orffßr9ra9aß) = 9 9^lß,r9^i.r,a9^\a,ß9a,ß.r' 

Dividirt man diese Gleichung durch die Gleichungen 

9i)ß9*>r9fir = 99a,ß,79 9iyr90a9ra = 99o,r,a3 90a9iiß9aß = 99ii,a,ßy 

80 erhält man 

(10.) 9ßr9ra9aß = 99a,ß.r 
Ferner ist nach Formel (3.) 

{n9^Xn9,;) = (nl9,,gox9n) : 9tn = i/'(/7i/o,t,0 : 9^n = (h 1)(0 1, *)cV' 

r y A * 

und folglich 

r 

and allgemein 

(11.) ^^„, = (y, Ä)o-, «)(«, Är)6cY. 

Diese Formeln zeigen, dass bei der obigen Definition der 28 Wurzeln g^ß 
keiner der acht Indices 0, 1, ... 7 vor dem andern bevorzugt ist. 
Der Ausdruck 

(12.) e^ß^g = ^aß^ar^ad^ßr^ß^^r!^ 

wechselt das Vorzeichen, wenn man irgend zwei der vier Indices a, ßy y, d 
unter einander vertauscht. Er lässt sich auf die Form 

(13.) s^ßr^ = {ßyS, a)(y, cy)(J, ft)(ß, r) 

bringen und steht zu dem Vorzeichen e in der Beziehung 

(14.) faßr^^nX^r = ±(«/W^- 

Hier ist, wie auch in allen folgenden Formeln, das obere oder untere 
Zeichen zu nehmen, je nachdem aßydxlfxv eine eigentliche oder uneigent- 
liche Permutation der Zahlen 0, 1, . . . 7 ist. Aus den Formeln (19.) § 3 
und (5.) folgt 

{p^^aßYS9^9aßrd7 = (9aß9ar9aS9ßr9ß^9rSy' 

Ich definire daher die Wurzel g^ßyd durch die Gleichung *) 

(15.) C^cl^ß^ög^gaßrd = ±^Hlfiy9aßgar9a69ßr9ß69r^' 

*) Die Grössen gaß und gaßr^ sind so gewählt, dass in den Relationen zwischen den 
Sigmafunctionen kein Vorzeichen mehr vorkommt, welches, wie (a, 6), nur berechnet 
werden kann, wenn die Charakteristiken in bestimmter Weise gewählt sind. Dieser 
Forderung lässt sich nur durch die Einführung alternirender Ausdrücke genügen. 
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Mitbin wechselt //„^j^a das Vorzeichen, wenn man irgend zwei der ludices 
^9 ßy Yy ^ unter einander vertauscht. Ich setze fest, dass sowohl g^^ als 
auch g^ßys gleich Null sind, falls zwei der Indices einander gleich sind. 
Nach der obigen Definition ist 

^n»4 _ *0i6T9y,9ii9Myiii9,i9ii _ ^o,^7(9oi9oi9xi X9oi9o29i 2X9oi9o A9nX9tt9iA9i*) 

90567 ^lili9oi9o69o7 9,69,7 967 'l 334^J l (^01 ^Oi • ' '^OrX^iö ^5T Ät) 

^ .^0 1 ^j.6'7 

also weil nach Formel (4.) 

und nach Formel (14.) 

f^mW = (0567) = ((Ar, 0567)) 
ist, 

9im = (/* *)(jAr, 0567)^,««,: 
und allgemein 

Aus den Gleichungen (10.) und (15.) folgt 

l C C(,i24g'iil 3^0124 — ^3507 ^11,1,. '^«1.1, 4 J^i* 

und mithin 

C Crji-23C„i24^ril(j7(.l-23^«'124j7j0 = ~" ^ 45ri7f J5r,7^fl'(M.-2(^i).l.-2g'«i.l,3^.i.l,4^2.M)l 

also nach (4.) 

c'c?n23C(u24(^(.i23f/.i.'4i/34) = -(567, 34)(J, 567)(567, k)gg,,.g^^j. 
Setzt man also 

(1Ö-) gth^O-.hlQxk = 99yXa3r\ 

SO ist 

(19.) c'cluzclvAgiA,^M2 = -(567, 34)(j-,567)(567, /r)flr„.,,,/75,r,7 
oder nach P^rmel (1.) 

(7, 567)(567, Är)(012, 34)^3.4,0.2 

= C34(il^34<i-2^34r2^345«)C3457^34ü7 ^^ ^<»l25^iir2l>dl27^567ll^5<»7l ^5t)?2' 

Dadurch ist auch fUr den Ausdruck (23.) § 3 ein bestimmtes Vorzeichen 
festgestellt. 

Um die Rechnung mit den oben definirten 63 Wurzeln zu erleichtern, 



(20.) 
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erwähne ich noch die folgenden Formeln: Aus (1.) und (17.) folgt 

(21.) ^0^ ^ a, 23)(23, /f)£,507i?j(^)mc,,30- 
Dividirt man durch diese Gleichung die Gleichung (6.) für gli^ so erhält man 

(22.) ^'^ = (i, kXß, 2i)e8,,,,cCou,(nlc,^J). 
Endlich ist 

und folglich nach (21.) 

(23.) ^«-^•-i-^^- = ^{jk, 01)(01, 67)(23, 45)f C.,.,C.,25C,n34Co,35C«36Cu237Ci«oC,237. 

Damit sind auch die in den Wurzeln aus den Gleichungen (25.) § 3 auf- 
tretenden Vorzeichen sämmtlich bestimmt. 

§5. 

Darstellung von y(u) und ifaiM) durch die Sigmafunctionen. 

Ich setze jetzt 

In diesen Formeln sind aß und aßyd nicht mehr als Summen von Charakte- 
ristiken, sondern nur als Indices anzusehen. Dann ist o^ß{u) = Oß^u)^ wäh- 
rend a^ß.^,)(u) das Vorzeichen wechselt, falls zwei der Indices vertauscht 
werden. Die Ausdrücke o^ß(ti) und o^ß^^(u) verschwinden identisch, falls zwei 
der Indices einander gleich sind. Nach Formel (4.) § 2 und (16.) § 4 ist 

(2.) o,^ß^s(M) = ±^xA^,(«^)- 
Setzt man 

(3.) o^UO) = Us=~''f^, 
SO ist daher auch 

(4.) fußyS = i.fMlßAy 

Nunmehr nehmen die Formeln (11.) und (15.) § 3 die Gestalt 

(5.) <p(H) = ^(a.,(«)y 
ond 

(6.) y(«) = (a,,(«))^+(a,„(«))H(a„,(«)y+2:(a„,,,(«))'. 

an, wo X alle acht Indices durchläuft. Daher ist 

(7.) 2:n,r^ = 0. 
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Aus der Function y(w) leitet man durch Vermehrung von u um eine halbe 
Periode a und Unterdrückung des Factors {r]^(u)y eine Function (pa(ti) her, 
die mit {0'(u)y gleichändrig ist. Bis auf einen constanten Factor ist die- 
selbe vollständig durch die Bedingung bestimmt, dass ihre Entwicklung 
nach Potenzen von u—a mit den Gliedern der vierten Dimension anfängt 
Die constanten Factoren von (Paß(M) und (faßrsC^) wähle ich so, dass 

wird. Dann ist 

(9.) (faßr^Cu) = <r.}.^r(n). 

Nach Formel (16.) § 3 ist für a = [0123] 

(10.) ((06, a))y„(«) = £i{kabl,abK)K,,{»,Uu)y^£^^^^ 

Daher ist für b = [0] 

und für 6 = [123] 

/ "X C\ \ 2 I 2 I ? 2 2 2 2 

\L^») 7^(1123 ^= ^(U"r^ir2 + ^(J3 — ^1234 — ^1235 ^1230 — ^1237 

und endlich für 6 = [045] 

^ 4 O \ '2 I 9 'i i 1. 9 2 3 *2 

(lO.) ^0123 = ^ri7H~"^(ll07H~^(r2G7 I ^(13()7 ^(»5 ^M — ^)45(> — ^(I457' 

Aus den Gleichungen (5.) und (11.) folgt 

(14.) (p+H>aßr^ = <?+< + a^^+ö^,+a^4+a^^+Gfa^r^ 
Zu einer andern Darstellung der Function y(ii) gelangt man, indem 
man von der Relation ausgebt welche Herr Prym die Atemaiffische Theta- 
formel genannt hat: 

(2^^.(?/+r')'^.(^'-^>^('^'+t^)*.(f/-0 
^ '' \ = -2;(ar)^^,(f/+t?)t^(fi--r),?,(M' + t?')*,(ii'-t?'), 

wo r alle Charakteristiken durchläuft. (Vgl. dieses Journ. Bd. 89, S. 20L 
(5.)). Setzt man (> = 3, a = k, n =0, <?' = V), und ersetzt man r durch kr, 
so erhält man 

^»u{n+v,)»,{u-v,Xi>^.(v)y = -2:(r)*,.('^+«')^^0^-O^A-r(t?;.)'**r(-t?,). 

Sind t?„, «1, . . . t?7 acht willkürliche Constanten, so kann man jede mit 
(i9(?/))' gleichändrige Function (f(u) auf die Form 

if{n) = 2:C;>^,(«+r,)6^,(i/~0 
bringen, wo die acht Grössen C^ von u unabhängig sind. Für « = r ergiebt 
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sich daraus (*, r) hr = JSCxS'f^(f>i)S'f^(-'f>x). Multiplicirt man daher die oben 
entwickelte Gleichung mit C^^ und summirt nach k^ so findet man 

Vertauscht man u mit v, und verbindet man die neue Gleichung mit der 
ursprünglichen durch Subtraction und Addition, so erhält mau 

(16.) 4((a(t>))V(«)-(a(«))>(«)) = Äa„,,(«+r)a<.X«-«) 
nnd 

(17.) 4((a(r))>(«)+(a(«))'9)(e)) = f o,^,,(«+v)a^,,(u-v) 
und speciell für « = » 

(18.) 8(a(«))V(«) = ? f^,rOuaßr(^u)- 

In diesen Summen ist der Index nur scheinbar bevorzugt. Setzt man in 
der Gleichung (16.) v = u+du, so erhält man 

(19.) 8cT(i/)(y(fi)rf(T(fi)-|a(fi)rfy(«)) = ia^,(2u)du^^, 

(i,p 

wo 

(20.) «„, = o;,«'+a:>"+al>"' 

das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung von 
a,f,(it) ist. 

Endlich kann man (p(u) auch durch eine einzige ungerade Theta- 
fdnction und ihre logarithmischen Ableitungen zweiter Ordnung darstellen. 
(Vgl. dieses Journ. Bd. 96, S. 103.) Sei nämlich 

^(«i,«2, «j) = i:\a^u^+^2aaßrU^u^u^+ — 

a 

irgend eine der 28 ungeraden Functionen. Dann behaupte ich, dass sich 
fp(fi) aus den sieben Functionen 

2/.n = (^(tt)y , A« - ^ 5,^-r - ^ ÖU-- ' 

'*« "" ^ du, du, du, du, ' • • ' ^'7 - ^ 5,^. -Q^^^ Q^^ 

linear zusammensetzen, also auf die Form 
bringen lässt Setzt man nämlich 

Ml ^^ ^? M2 = öl, M3 ^^^ ^l^^i, ... In = Ö3, 

80 muss zunächst £Cjx, = sein. Setzt man ferner ti^^^tn^ und wenn 

^^^ d'& dd^d& ^ ^^ d'» d& d» 

**" ~" dujtdui du^ dui ' "'* "" duuduy du^ duy 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 8 
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ist, 

80 muss auch SC^tax^ sein. Man erhält also für die siehen Constanten 

Cx sieben homogene lineare Gleichungen. Da aber t^ß^^—tß^ und t^^^O 
ist, so verschwindet die Determinante dieser Gleichungen, und damit ist 
die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. Setzt man noch /uj = und 

'ao = -—tMii SO ist 

(21.) C(p{u) = \t^ß\^ (a,/9 = U. 1, ...7) 

die aus den Elementen t^ß gebildete Pfaff^che Function. 

§6. 

Die Function HfaßiM)- 

Von ähnlicher Bedeutung, wie die gerade Function 9)(ii), deren 
Entwicklung mit den Gliedern der vierten Dimension anfängt, sind diejenigen 
ungeraden Thetafunctionen zweiten Grades, deren Entwicklung mit den 
Gliedern der dritten Dimension beginnt. Für jede nicht verschwindende 
Charakteristik a giebt es (von einem constanten Factor abgesehen) nur eine 
solche Function, die ich mit v^a(w) bezeichnen werde. Zerlegt man a auf 
irgend eine der sechs möglichen Arten in zwei ungerade Charakteristiken 
haß und kyd^ so ist offenbar 



(1.) CxpX^) = 





_ dOaß 

"^ri du' 


O'aß 


«r^ 


°'ß du" 


_ dOaß 

"r'du" 


<ß 


<a 


f^afi du"' 


'"' du"' 


tft 

Oaß 





Die Function tp^(u) ebenso wie jede mit ihr gleichändrige ungerade Function 
zweiten Grades verschwindet für die halbe Periode fi = 6, wenn a und b 
syzygetisch sind. Wenn aber a und b azygetisch sind, so ist y^a(ß)j wie 
sich zeigen wird, stets von Null verschieden. Indem man für u eine halbe 
Periode setzt, die mit a azygetisch ist, kann man die Constante C mit Hülfe 
der in § 9 und § 12 entwickelten Formeln bestimmen und findet so 



(2.) 



o. 



da 



ß7 



— a, 



öaai 



a 



(V) 



< 



und falls aßyd vier verschiedene Indices sind, 



= j(.nfaßrl)^afi(v), 



dOfA 



da 



(^•) °-ß~ddy)~"rS-d^^ «i^\ <^ = -mflßr»Paß,rSVfaßrS(fi)' 
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Setzt man in der Gleichung (6.) § 2 o = [01], t? = [6], a> = [7] und 
vermehrt u um [5], so erhält man 

oder 

l ClilSA Ciji67 

Mithin mttssen in dem Ausdruck 

^2(^5 567i)C(,i5AC,„6AC„j7Ai9'jfc(n567A(tt) " |-C(n56^157C[n67'^*Ol(w) " 

* C567A C 

die Glieder der ersten Dimension verschwinden, oder wenn man die Nenner 
wegschafft, in dem Ausdruck 

(567, 2)i7o,.2^«u34(«)*w4(«)4-(567, ^)g^^,^»un^2(u)&^,(u) 
(4.) \ +(^^^' 4)(7o.i,4^*<n23(t*)^«3(«)+(567, 234)j7o,i.234**(w)**<,i(w) 

= C(,i(*567)C«34Ci234^V^0i(m). 

Unter den ungeraden Thetafunctionen zweiten Grades von der Charakteristik 
[Ol] giebt es genau vier linear unabhängige. Solche vier Functionen sind 
diejenigen, aus denen der Ausdruck v^oi(ff) zusammengesetzt ist (so dass er 
nicht identisch verschwinden kann). Denn setzt man in einer zwischen ihnen 
angenommenen linearen Relation 

der Reihe nach n = [0234], [02], [03], [04], so erkennt man, dass die Coef- 
ficienten sämmtlich Null sein müssen. Es ist zu bemerken, dass die halbe 
Periode [Ol] für diese vier Functionen und für jede aus ihnen linear zu- 
sammengesetzte Function eine Periode ist, d. h. dass sie sich bei Vermeh- 
rung von u um [Ol] nur um einen Exponentialfactor ändern, und zwar jede 
um denselben. Daher besitzt xp^)x(u) die Periode [Ol], und ihre Entwick- 
lung fängt folglich nicht nur an der Nullstelle, sondern auch an der Stelle 
[Ol] mit den Gliedern der dritten Dimension an *). Nach Formel (4.) ist 
V'io = — V^oi und ebenso V^^a(«) = — V^a/9(«')- Vermehrt man in der Function 
(4.) u um [0234], so erhält man nach Unterdrückung eines Exponential- 
factors eine Function mit der Charakteristik [Ol], die bis auf einen con- 
stauten Factor durch die Bedingung bestimmt ist, dass ihre Entwicklung 
an der Stelle [0234] (und folglich auch an der Stelle [1234]) mit den Glie- 

♦) Ist C=0, so ist \lfaß{u) = Caß&k(n)&kaß(u). 

8* 
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dern der dritten Dimension anfängt. Dieselbe ist 

^IffiKU ^m (m) ^klk W + 9tK\ ,234 ^ki riM (w) ^klW («*) 

oder nach (10.) und (18.) § 4 bis auf einen constanten Factor 

(O.) \^(r234.i234 = ^2^{)x^ik~\'^im*^ra*' 

Dieselbe Eigenschaft hat aber auch die Function ^loiixO^i+aioQja^i^T^ und sie 

kann sich daher von dem Ausdruck (5.) nur um einen constanten Factor 
unterscheiden. Setzt man w = 0, so findet man diesen gleich —1. Folg- 
lich ist -Sa^oA^u = und allgemein 

(6.) ^o^^(u)a^,(u) = 0. 

Setzt man in der Gleichung (6.) § 2 a = [Ol], d = [2], w = [3] und vermehrt 
man u um [567], so erhält man 

2;J(A, 567A)Cin2iC,K3A^MA(«)'**234K«') = 

oder 

(4,01)cc,n24Ccn34^m(t')^^+-f?(^,567i)eo.^^^ = 0. 

Folglich fängt die Entwicklung der Function 

(4, 01)C(^,,4Cc.3.^.,3(«) -~^3^ +2:K^. 067A)c,n.ACi,13xC234l^HA(f*)-^^^^ 

mit den Gliedern der dritten Dimension an. Schafft man die Nenner weg, 
so erhält man 

eoi(&4)(23, 567)c«34Cn344^V^oi(w) = (234, 567)i/.u,4^«3(tt)^wi23(«) 
(7.) ^ 

+ -2;5'(234, i)j/o,,.-23;. »kn(n)»m4i(u). 

Dass der constante Factor hier in derselben Weise gewählt ist, wie in 
Gleichung (4.), erkennt man, indem man « = [04] setzt. Vermehrt man u 
um [0234], so findet man 

(o.) \^()234,1'234 = ^04^14 ^5 ^ltt3i^l23A' 

Dass der constante Factor hier ebenso gewählt ist, wie in Gleichung (5.), 
erkennt man, indem man w = [23] setzt. Durch Vergleichung beider Formeln 
findet man 

(9.) a,tt(w)a,3(tt)+a,o(«)ai3(tt)+2;a,«3i(tt)ai23A(w) = 0. 

Um zu einer andern Darstellung für die Function y^afi(M) ^^ gelan- 
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gen, gehe ich von der Formel (15.) § 5 aus, in welcher ich jede der vier 
Variabein um -q- vermehre. Dann lautet sie 

Setzt man d' = 0, «? = [Ol], u = [23], so findet man 

Vertauscht man u mit v und subtrahirt man die neue Gleichung von der 
ursprünglichen, so erhält man 

= 2:(r, 0123r)(l~(/f)(/fr))*,,«(0)d,,n23(0)d*.oi(tt+t?)^^(ti-r). 

In dieser Summe braucht r nur solche Charakteristiken zu durchlaufen, 
für welche [&r23] und [Arr0123] gerade und [kr] ungerade ist Eine einfache 
Discussion zeigt, dass dies nur eintritt, wenn r = [Oi] oder r = [U] ist, und 
il = 4, 5, 6, 7 ist. Folglich ist 

= £1(1, OlXl, 023i)c^«uCi23A(^.u(ti+t?)*,,,(«--^)-'^m(tt+t?)d.,.(ii-r)). 

Man multiplicire diese Gleichung mit (567, 4)gf,4^,4, und bilde dann aus der- 
selben zwei andere durch cyklische Vertauschung der Indices 2, 3, 4. Addirt 
man die drei so erhaltenen Gleichungen und dividirt dann durch «in(*567)Aß34Ci234, 
so erhält man nach (4.) 

= -f.'C,(^,,,(tt+t?)^,a(«-t?)-'^uA(«+t')^*ca(ti-f?)). 
Für i = 2, 3, 4 ist C; = gnxgix- Ferner ist 

— (5, 67)c„5C7Ci5<37C5 = ^K^y ^^^goxgiiCoxoiOnQi. 
Nach Fonnel (6.) ist aber 

und mithin fllr u = [67] 
also C6 = ^,«igfi5. Folglich ist 



(14.) 
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Daraus ergiebt sich für t? = rfw 

also nach Formel (6.) 

(13.) rpaß{u)duaß = £(Jßx{n)da,,iu) = -£Oai{u)daßi(u). 

Wenn man zu der Gleichung (11.) diejenige addirt, welche durch Ver- 
tauschung von u mit v aus ihr hervorgeht, so erhält man, falls man r durch 
[Ir] ersetzt, 

( -8(^,(r)«!^^,(r)^«3(«*)'^.Ol23(«l) + ^.(ll)^*,n(w)^*23(t?)^«,l23(t?)^ 

l = -^(l, Or)(r, 023r)(l+(Ar)(Ärl));?^,«3(0)*,.,«(0)^*Hi(«*+t^)^*ri(«-t>). 
Hier durchläuft r nur solche Charakteristiken, für welche [&r023], [Ärl23] 
und [Ärl], und folglich auch [&rO] gerade ist. Mithin ist r = [a/:?y], wo keiner 
der drei Indices gleich oder 1 ist. 

Ersetzt man ferner in der Formel (10.) [r] durch [Ir], und setzt 
man ti' = 0, d' = 0, ir = [Ol], so erhält man 

^»,{f>)»k.M»u(u)&^n(n) = ^(lr,Or)if^„(0)^,,,(0)d,H.(ti+t))**ri(t*-t^), 

und wenn man u mit tj vertauscht und die neue Gleichung zur ursprüng- 
lichen addirt, 

16^,(r)*^n(r)^*(t/)d^u(fi) 
= -S(lr, Or)(l+(&)(*rl))*,,,(0)^,.,(0)if,^,(«+t^)^*ri(«*-t^). 

Auch hier kann nur [r] = [«/?/] sein, wo keiner der drei Indices gleich 
oder 1 ist. 

Man multiplicire nun die Gleichung (14.) mit —(567, 4)gr,^g'i4 und bilde 
daraus zwei andere Gleichungen durch cyklische Permutation der Indices 2, 3, 
4. Man multiplicire die Gleichung (15.) mit (567, 2 34) ^„234^123»? addire die vier 
so erhaltenen Gleichungen und dividire die Summe durch 2^ni(&567)cc,234C|2j4. 
Nach Formel (4.) erhält man dann 

4fl'oi(i^)t(<?)i^A<u(tj)V^m(tt)4-^]t(tt)«5^w.i(w)V'ni(«?)) = ^ C«^r^«Mr(«'+«^)^*ia^r(«'— t?), 

wo 

+ (567, 3)(a/?y, 24)«^,3</.i^M«««/».(0)^«,«.,v(0) 
+ (567, 4)(a/Jy, 23)j7.Hi^u*««3aAr(0) ».u^aßM 
- (56 7, 234)i^.„„i^,,„ i?«,„^, (0) »,,aßr(!^). 
Daher ist Cjj» = ^„jj45',,,4 und 

-(5, 01)(235, 45)cir.j4C,mC235 = (2, 45)^,0^12 Ci,2«c,m 

+ (3, 45)^„jÖ',3C,o45ClJ45+(4, 01)(234, 4Ö)^w34^12J4C|BJsCi»M. 



(15.) 
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Setzt man aber in der Formel (9.) u = [45], so erhält man 

(2, 45)S'ü2S'l2Ccß45Cl245 + (3, 45)0^,0^,3^0345^,345 

+ (4, 01)(234, 45)fl'„i34fl'l234C,r235C,235 + (5, 01)(235, 45)//(;»5^i235Cctt34Cl234 = 0, 

und folglich ist C235 = ^,«35fl'i235- In derselben Weise findet man C^ß^ = 9oaßr9\aßr9 
falls zwei der Indices a, ß, y gleich 2, 3, 4 sind. Dass diese Gleichung 
aber auch richtig ist, falls keiner oder nur einer jener Indices gleich 2, 3, 4 
ist, erkennt man am einfachsten, indem man in der entwickelten Gleichung 
ti um [Ol] vermehrt, und dann die Relation (4.) § 2 benutzt. So findet man, 
dass z. B. C4C7 = — 0'*, 01)C,35 und 0^07 = — (A01)C234 ist. Folglich ergiebt 
sich die Gleichung 

(16.) 4((y(f?)(T,;i(f))l//,A(w) + '7W^xa(«)V^«aW) = ? <yxa^r(«* + «)^A«/Jy (««-«?). 

Man kann dieselbe nach (4.) § 2 auch so schreiben: 

4(a(i>)cy,AWV^,A(w)+^(«)^xA(tt)'/^xAW) 

Durch den Strich beim Summenzeichen wird hier angedeutet, dass für «, /i, y 
von je zwei Systemen von drei Indices, die mit x, l zusammen alle acht 
Indices bilden, nur das eine zu setzen ist. Speciell ist für w = t? 

(17.) 8a(w)a,p.(tt)l//,;.(w)= <? Aa^r^x-^rC^'O = - ^J.aßr^Xaßr(:^^\ 

Die Formeln (12.), (13.), (16.) und (17.) zeigen, dass \\)^i zu jedem der 
sechs von tc^ l verschiedenen Indices in derselben Beziehung steht, was aus 
den unsymmetrischen Gleichungen (4.) und (7.) nicht hervorgeht. Aus den 
Formeln (6.) und (13.) ergiebt sich noch die Relation 

(18.) (p(u)da^ß{u)-^o,ß(ji)d(p(tf) = ^a,^(ti)yjß;(u)dußi = £Oß',(u)xiJ^^(u)du^^. 

§7. 

Die Function ^j'aßy^iu). 

Setzt man in der Formel (6.) § 2 a = [0], «? = [13], ir = [23], so er- 
hält man 

2:J(^^^123)Coi3AC,r23A**<)A(w)*iWn2A(«) = 0- 

In der Function 

^4(A^ Al^O) C,)i2A Coi3A ^Ö3A «^MJ/ (w) — 

verschwinden daher die Glieder der ersten Dimension. Schafft man die 
Nenner weg, so erhält man -5*gf„.A,i23«9"^)A(w)«5^Ai23A(w) oder bis auf einen con- 
stanten Factor V',nw(«) = ^^y)x{^)^i\iz{u)' Die Thetafunction zweiten Grades 

A 
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mit der Charakteristik [ctßy^] 

(1.) ^aßysW = i:a^x(u)aj,^^.^(u) 

ist also bis anf einen constanten Factor durch die Bedingung bestimmt, dass 
ihre Entwicklung nach Potenzen von u mit den Gliedern der dritten Dimen- 
sion anfängt. Daher kann sich tp^^^ = -2*04^0^5^7 von v'dija nur durch einen 
constanten Factor unterscheiden. Setzt man u = [04] , so findet man den- 
selben gleich —1. Ebenso ist allgemein (vgl. Formel (14.) §4) 

(2.) ^^aßrsC^) = +V'xVk(«)- 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass y'aßy,) das Zeichen wechselt, falls 
man zwei der Indices unter einander vertauscht. Ich setze fest, dass tp^ß^d 
ebenso wie ipaß verschwindet, falls die Indices nicht alle von einander ver- 
schieden sind. Aus den Gleichungen V,ji23 = — V^ur23 und V'«»n3 = ""V^+se? folgt 

(3.) ^l(o^a(yxl2i+(^ü<Jm^) = 
und 

(4.) -?5<J.a<yAl23+-2:>4A<yi567 = 0. 

Ich knttpfe hieran noch die Herleitung zweier fünfgliedrigen Relationen 
zweiten Grades. Nach Formel (9.) § 6 ist 

X 

und mithin 

^^xii2^or2x^ni2A = C^(»i(-5^^i;.^(U2A)4-<y«i2(-5^^2A^(n2i)* 

x,A A A 

Da aber a^Ai2 = — ^a»i2 ist, so heben sich in der Summe linker Hand die 
Glieder paarweise auf, und folglich ist 

^l0^l2(-2'<T,ia,„2;i) + <y2«)<y2l(-2'^2A^0l7;) = 0. 

Vertauscht man mit 1 und mit 2 und addirt die beiden so erhaltenen 
Gleichungen zu der ursprünglichen, so erhält man -Za.^ajuaA = und all- 
gemein 

(5.) i:a^^(n)o^^ß^(n) = 0. 

Dieser Formel zufolge gilt die Gleichung (1.) auch dann, wenn die Indices 
^9 ßy Yf ^ nicht alle unter einander verschieden sind. Nach Formel (2.) 
§ 5 ist cT.,,26 = -<y3457 und (70127 = ^3456 und folglich 

(6.) -f tT,„2/(w)(y345A(M) = 0. 

Aus der Gleichung 1/^2345 = V^i(j67 ergiebt sich 

(^2«» (^0346 4* ^5 ^« ^34^5 =^ — ^\Z ^1245 4" ^\\ ^Vlib ~" ö'lS ^1234 
ar 2x 

und allgemein für l — 5, 6, 7 

^{ft ^i)ZM'\'^b^lM ^l\nl = "■ ^13 '7i24a4" 0^14^1 23i~- ^in\ ^ll' 
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Diese Formel gilt auch für a == 3, 4, und wenn man sie mit o^il2l multipli- 
cirt, für jeden Werth von X. Summirt man nach l, so erhält man nach (5.) 

Nach Formel (6.) ist ^Oy.ya^^^^i = ftlr ;? = 5, 6, 7. Nach Gleichung (9.) 
§ 6 ergiebt sich daher 

und folglich ist 

wo links der Index nur scheinbar bevorzugt ist und ohne Aenderung der 
Summe durch 5, 6 oder 7 ersetzt werden kann. Endlich will ich noch er- 
wähnen, dass die Function 

mit der Charakteristik \ßi'iyif\ bis auf einen constanten Factor durch die 
Bedingung bestimmt ist, dass ihre Entwicklung an der Stelle [aßxl'\ (und 
folglich auch an der Stelle \ydy,l\) mit den Gliedern der dritten Dimension 
anfängt. Dieselbe wechselt das Zeichen, wenn man « mit ß (oder y mit d) 
vertauscht, und hat die Eigenschaften 

ans denen sich acht verschiedene Darstellungen ftlr jene Function ergeben. 



Detormiiianteu, deren Klementc ungerade Sigmafunctioneu sind. 

Ich gehe nun dazu über, die Bedeutung des entwickelten Formel 
Systems darzulegen. Dabei gehe ich aus von den vier Formeln 



(1-) 



^1)12/ — 



<^ — af^ — a.^,— rjöi, 









^an,.y:0 



(>ra"345i 



= ^13^24 — ^14^23 7 

- 0. 



Jede der vier Determinanten 



»V 



CT. 



dl 



(fui 



\ <P ^01 



O' 



03 



^/lii 1 (p O'u , CT,,, I (p 

I C^üi CT^l iV ^^20 ^^1 
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Ifisöt sich auf die Form A+B^(p bringen, wo A und B eindeutige Func- 
tionen sind. Die Coefficienten B von )V s"^^ der Reihe nach gleich 

also gleich den rechten Seiten jener vier Formeln. Ich setze 
und bezeichne z. B. die Determinante dritten Grades 



\>" = tt', ;5', y-y 

kurz mit «(" ^ ^ )• ls>t C = A+Bs, wo A und ß eindeutige Functionen 

sind, so werde ich den Theil A mit dem Symbol St(C), den Theil B mit 
33(C) bezeichnen. Dann lassen sich jene Formeln dahin zusammenfassen, dass 

(3.) ^(y«,9,AWcr«',5rAOO = **(« ^y ) 
ist. Der Relation (1.) § 7 zufolge ist 

» 
= 35 K^^xa^xß') ^ßß' ^rß' 



^xa' ^ßa' ^ya' 



= ^(y^,,83|Äx,5^ Sßß. s^ß. 



^xy' */?/-' ^yy' 



Nach Formel (6.) § 6 ist aber 2a,^8^ß = 88,,ß (auch wenn « = /? ist), und 
folglich ist 

Büilänfig ergiebt sich daraas die Gleichung 



(5.) 2G^.iiy.^{u)ip„ß^),(tt) = £aaßrx{tt)^a-ßrx{n)' 



Z. B. ist 



(6.) 



^(J3 C^(K* ^05 

«"ij 0-14 (y,5 

Cf>3 cr.i4 cr.j5 



— V'niiO^oriv V^oi»7 ^oi.«i« 



Ich setze jetzt 

also nach Formel (2.) § 5 und (2.) § 7 

(8.) ±F,),^,(ii) = -J/'«^^Kw)+»V(w>a,irK^O- 
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Addirt raan dann die Formel (3.), mit s multiplicirt, zu der Formel (4.), so 
erhält man 

(9.) £a^.,.r,in)F^ßAu) ^^C^'^'j;'), 

und well i(p irrational ist, so folgen aus dieser Gleichung wieder umgekehrt 
jene beiden Formeln. Ferner ist 

Nun ist aber JJoi^a^y = oder <py je nachdem // von v verschieden ist oder 
nicht, und mithin ist 

Aus den Gleichungen (9.) und (10.) folgt 

(11.) £xp^,,,.,{u)F^,^,{u) = «.«(;' ^';;')- 

Die beiden Relationen (9.) und (11.) werden vollständig ersetzt durch die 
beiden Gleichungen 

(12.) ^F„,-„,(«)F„,„,.,(«) = 2,.,( ;' ^' y' ) 

und 

Letztere kann man mit Hülfe der Beziehung (8.) auf die Gestalt bringen 
nS'i F ^ Fl 4-F p jF 4F ' F 4-F - F , 4-F . F =0 

und sie gilt, gleichgültig ob die Indices verschieden sind oder nicht. Aus 
den beiden Gleichungen (12.) und (13.) ergeben sich wieder die vier ur- 
sprünglichen Gleichungen (3.), (4.), (5.) und (10.). 
Nach Formel (1.) § 7 ist 

^^'an'^PxßyH = ^j^ax^Ml^AßySy 

also nach Formel (5.) § 5 und (6.) § 6 

(14.) -^cr„i(f/)v/,,,-,>(t/) = (p(n)a,^,^s(M)^ 

und folglich nach Gleichung (1.) § 7 

(15.) 2:s^,F,^,,s = 2^F«^,,. 

Diese Gleichungen gelten ganz allgemein, ob die Indices verschieden sind 
oder nicht. Subtrahirt man von der Formel (14.) die mit s multiplicirte 

9* 
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Formel (1.) § 7, so findet man die Gleichung 

die man mit Hülfe der Beziehung (8.) auf die Form bringen kann 

/ff' Ä' v' ^\ 

Entwickelt man die Determinante vierten Grades «( a^) «ach den in 

^a ß y o ^ 

der ersten Colonne stehenden Elementen, so erhält man nach Formel (12.) 
Nach (16.) und (15.) ist dieser Ausdruck gleich 
Demnach ergiebt sich die Gleichung 



Z. B. ist 



und 



ßr 

012 3 



(18.) ^(,4507; = Olmi<p-'Plvi: 

; '^^/' ^«A ^aj- ^arK I 



' ^.5a ^.V ^rV 1 V i 

Vergleicht man hier auf beiden Seiten die Coefficienten von ]^(p, so erhält 
man 

(20.) f^ußr^^y^aßr^ = Oy,^asfiO^^.. + a^s(^<ia^ar + ^ßSOda(Jaß+(Jßr^rci(faß' 

P^ndlich ist die Determinante fünften Grades 

Denn entwickelt man sie nach den Elementen der ersten Colonne, so er- 
hält man nach (17.) und (16.) 

In dem symmetrischen System 

(22.) «^^ (tt,^=<). 1. ... 7) 

verschwinden also alle Determinanten fünften und höheren Grades, aber 
keine Determinante vierten Grades, oder der Rang dieses Systems ist gleich 4. 
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In Folge der Formeln 
bilden die Elemente 

(23.) flr«^(w) («,/? = 0, 1, ... 7) 

ein symmetrisches orthogonales System. Gewöhnlich nennt man ein System 
von Elementen a^ßCct, /? = 1, 2, ... m) nur dann ein orthogonales, wenn es 
den Bedingungen -Zo^;^ = 1, ^a^iaßi = genügt. Ich will aber im Folgen- 

den diese Benennung auch dann anwenden, wenn die Gleichungen der ersten 
Art die Gestalt JJalx^a haben. Ist m = 2« eine gerade Zahl, so ist die 

Determinante des Systems |a«^| = ±a\ Je nachdem das obere oder untere 
Zeichen gilt, nenne ich das orthogonale System ein eigentliches oder ein 
uneigentliches. Das Vorzeichen der Determinante findet man am einfachsten 
aus der bekannten Gleichung 



a 



1,1+1 



a 



1.2« 



a 



»^-fi 



• . • 



. • . 



a 



«,2» 



= ±(-1)' 



a 



«11,1 



a 



«f l.n 



a 



2/1,1 



a 



2A,n 



vorausgesetzt, dass diese Determinanten »ten Grades nicht verschwinden. 
Da das System (23.) symmetrisch ist, und die Determinante (18.) nicht Null 
ist, so ist es ein eigentliches orthogonales System. Ist e^ß = oder 1 , je 
nachdem a und /? verschieden oder gleich sind, und ist r eine unbestimmte 
Grösse, so habe ich gezeigt (dieses Journ. Bd. 84, S. 26), dass die charak- 
teristische Determinante 



(24.) \o,ß+re,^ 



(a. >J = 0, 1, ... 7) 



eines symmetrischen orthogonalen Systems nur für r = ±}^(p verschwindet, und 
dass ihre Elementartheiler sämmtlich linear sind. Da ]^(p irrational ist, so 
muss diese Determinante ebenso oft fllr +y^(^, wie für — iV verschwinden, 
und ist daher gleich (r^-(^)*. Da ferner die flir r=^±8 verschwindenden 
Elementartheiler sämmtlich linear sind, so hat das System (24.) für r = ±« 
den Rang 4, wie ich auf einem andern Wege oben gezeigt habe. 

Es ist jetzt leicht, die Determinanten vierten Grades des Systems 
(23.) und (24.) zu berechnen. Z. B. ist 



(25.) 



r 


^aß 


^ar 


^aS 


^ßa 


r 


Oßy 


^ßS 


^ra 


o,ß 


r 


OyS 


<^da 


^^ß 


(^Sr 


r 



= (faßrö + roaßrdy + (f - (p) (r' - </)„^„,)- 
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Denn die Differenz zwischen der rechten und linken Seite ist eine ganze 
Function vierten Grades von r, in welcher die Coefficienten von r* und r' 
verschwinden, und auch der von r^ zufolge der Gleichung (14.) § 5. Jene 
Differenz ist also eine lineare Function von r. Da dieselbe aber nach (19.) 

ttir r = ±>^p verschwindet, so ist sie identisch Null. Setzt man in dieser 
Formel r = 0, so erhält man 

(26.) V^aßr^ + (p(Paßr!s = Norm(|V«^flr^,5+jV,^0-^^+l'V«aö'y9r)- 

In ähnlicher Weise findet man (vgl. Formel (5.) § 6) 



(27.) 



G^Pi ^ir> ör,i3 O^^ 
0^31 öTai r Gi^ 



= ( 'Ari34+rcr,«34) ( Vi «4+^,234) + (r'— (p) (a^n r— ^irm^iiu) 



02 34 



fl^4i ^4i flr43 r \ 
und folglich für r = 

(28.) ^(,1234/ "^ VV>34VV234 + yV^.r254,1234. 

Nun ist nach einem bekannten Determinantensatze 

/01234\ /234\ /0234\ /1234\ f /0234\V 

^Voi234X234>' = ^02 34>W 2 34^- T U 234>'j • 

Nach einer bekannten Eigenschaft der orthogonalen Systeme ist aber 

/01234\ , /o67\ 
<01234>' = +^<567^ 
und folglich ist 

4(f cr„7 a-, GTsti 0-3, a,i o^^ = ( i/fea^ + (p </), «34) ( V^'1234 +VVi 234) - ( VV234 ¥^1234 + (p ^^(«34,1234)' 
oder 

4:flrj4Cy42Ö'23<^r.7fl^75Ör5(i = V^?rm^Pl2344- V'u34ytr234 

— ^V'»»234 V'l'234V^«34.1234"r9^CV(ri34yi234 "" ^^0234,1234)» 



012 3 



(29.) 
Endlich ist 

(30.) ^(o4r)6) ^ V'«»i«V'(45(.+ VÖ'm23Crm5(i 

und nach (7.) § 7 

(31.) ^'(0145) ^ V^m23V^0145-iP(^^()23l>Ö'045f,+ flr.i237C^U457)« 

Sind ^07 2i? • • • ^7 unbestimmte Grössen, so lässt sich die quadratische Form 
-^^mi^m^xj weil ihr Rang gleich 4 ist, in eine Summe von vier Quadraten 



transformiren 



(32.) ^s^.z^z, = 2:f,(2:lA[^hO\ 

II t. 
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Die Grössen Ai^^ sind durch diese Bedingung nicht bestimmt, sondern können 
durch 

ersetzt werden, wo die 16 Grössen R^^ die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution von der Determinante -fl oder —1 sind. Demnach ist 

(33.) ^?,^Ji^)^ = Ä=)V(«) 

und 

(34.) ZIA\^'A^^ = €r,,(fi). 

Ersetzt man s durch — «^ so geht jene quadratische Form in 2:s^i^^z^--2s2:7^^ 
Über, und da deren Rang ebenfalls gleich 4 ist, so lässt sie sich auch in 
eine Summe von vier Quadraten verwandeln 

Mithin ist 

also bilden die Grössen A]l'^ ein orthogonales System. Folglich ist 

(35.) ZA[^^' = 2« = 2f(f{u\ ZA^r^A^:^ = 0. 

Von den Grössen A["^{u = 4, 5, 6, 7) mache ich im Folgenden weiter keinen 
Gebrauch. Setzt man nun 

{A^, A,, A, A,)^ \Ar\ c:::;!'r3)r 

so ist nach (33.) und (34.) 

\^ay ^ßi ^yj ^,y\A^-^ Aß., Ay, A,^^ =^ S\^^ g g ) = Faßr^'^P'a'ß'r'S'' 

Man kann daher die Grössen A^x"^ so wählen, dass 

(36.) (A,, Aß, A^, A,^ = F,^^^ 

wird. Auch dann können sie immer noch durch die allgemeineren Aus- 
drücke B{^^ ersetzt werden, es müssen aber die Grössen Ä^^ die Coefficienten 
einer eigentlichen orthogonalen Substitution sein. Ist a, /?, y, d, x, X, u, v 
eine eigentliche Permutation der Indices 0, 1, ... 7, so ist 

{K> Aß, Ay, As) = tpaßr>)+}^V^ffaßr;i, (A,, Ax, A^, Ay) = -^f,ß^s+^(p(raßrS 
und mithin 

(37.) 2Y(p(u)a,ß^,^(u) = (A,, Aß, ^,, ^,0+(>J,, A^, A^, A,) 
und 

(38.) 2ip^ß^s(u) = (A^, Aß, A,, A;^)-(A,, A^, A^, A,). 
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Damit sind die Functionen c/^^, cTa^yj, ^'a,n^ «"d }'(p durch 32 Grössen A\f^ 
dargestellt, welche den Gleichungen (33.) und (35.) genügen, und man über- 
zeugt sich leicht, dass durch diese Formeln den in § 6 und § 7 entwickelten 
Gleichungen sämmtlich genügt wird. 

§9. 

hrationulc Invariaiiteu und rovarianten von F{j). 

Setzt man in den vier Formeln (1.) § 8 w = 0, so erhält man 

gleicligültig, ob die Indices verschieden oder gleich sind. Diese Gleichung 
kann man mit Hülfe der Beziehung (4.) § 5 auf die Gestalt bringen 

Demzufolge kann man acht lineare Functionen von vier Variabein «", »', a", »'", 
so bestimmen, dass 

(4.) u,, = («.„ a„ a,, «,) = jai-^i (^1;;: f: ^; \) 

wird. Z. B, kann man, wenn y,^ /, /(, v eine eigentliche Permutation der 
Indices 0, 1, 2, 3 ist, 

setzen. Aus den Formeln (1.) folgt in Verbindung damit, dass die Grössen 
f,,^^y,s sämmtlich von Null verschieden sind, die identische Gleichung 

(5.) ^^I = 

und allgemein, wenn /^(m?^"^ tOj w\ w'") == ^(fr) eine beliebige quadratische 
Function der Variabein fr^"\ w\ w'\ w'" ist, 

(6.) ^f,(aO = 0. • 

Betrac^litet man die Grössen a^^^\ al, a^', a>" als die Coordinatcn einer Ebene oi 
in Bezug auf irgend ein Coordinatentetraeder, so besagt diese Gleichung, 
dass die acht Ebenen o,„ «j, ... «; die gemeinsamen Berührnngsebenen 
dreier Flächen zweiter Klasse sind. 

Aus den Formeln (15.) § 4 und (3.) § 5 folgt 

und mithin ist 

^•'*'//Vu,4„ro,57C,i47C,ü5li/Ir24</.i5:/I.347/;iJ5.. = (Ol, 23)(4o, 67)(23)5',.4,t^,^5jgr3 .^^gTj 5ji(/75r;'^) ; ^j-.^. 



^oisr 


^0146^0«» ^0J4T 


^^OlM ^OUS^OIST 


^014» 


^OMT ^0147 ^0156 



^^OlJt ^0I46^016T 
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Nach (1.) nnd (IL) §4 erhält man demnach 

c*/;«46/;«57/;o.7/;»56 = -C;,*)(01,23)(45,67)(0123)A 

Ebenso ist 

cVo«7/;o46/;«56A«47 = -(j, *)(01, 23)(45, 67)(0123)A 

Setzt man also 

(7.) cY=-^A = -«^^ 
so ist nach (6.) § 3 

Dieser Ansdmck wechselt daher nnr das Vorzeichen, wenn man irgend 
zwei der Indices unter einander vertauscht, und folglich ist allgemein 

\P*) i/ = lnaßrl»aßy*l»a*ßr'lna'ß'Y f*a'ß'r*lna'ßyf%aß*rf»oißri 

WO das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem xx*aa!ß[¥yy eine eigent- 
liche oder uneigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, ... 7 ist. 
Nach (16.) § 4 ist 

(9.) ^g^C^ßrUfaßr^ = ±^niiM>gaßgar9a69ßr9ß^9r^ 

und mithin 

c''f'ni{c,,,,r,,n) = -(012)(1, 2)(2, 0)(0, l)i(9n92.^g.d\rT9d(^9uKrT92x\ 

wo l z. B. in dem Producte ^Jg^^x alle von verschiedenen Indices durch- 
läuft. Nach (11.) § 4 ist also 

(10.) c'nlf,,n = (012)(1, 2)(2, 0)(0, 1)*/^^,,. 
Ferner ist 

C 9 ^MAn42^na ^«67^)175^0156^134/01« /(Il23/in67/i>175/(n56 

= -«(01)(0234, l2M)^n{g»g..9n)(3m9i.g^)ing,,)\[Tg,,y 

und mithin nach (1.) and (11.) § 4 

(11.) C finnfmn/mnfmsifimsfmsb = — ("""4, lÄo4)/^i,iCiuj4Ci2j4. 

Nach Formel (4.) § 6 ist 

*„.(ft567)wc.^4^V'm = (567, 2) g^ '^'"/'''"" ff; 

•••+(567, 234) ^'^'•«-*- c<?ff,„. 
Nun ist aber nach (18.) § 4 und (11.) 

(öb7, Jo4)C 9 9^*,^, "in hiUi/i)U2/{n2i/ 1)16710175/0156 =^ ^01 (»»^^ • ) Aia34Ci234fl'ül/ /{ri34/l234« 

Femer ist 

(Ob7, ^)CCoi34gr^„^2/Ol34/2345A23»6ri347 = ^Ol(*5o • ) ^«34^1234/ 5'34fl'ui« 
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Denn multiplicirt man diese Gleichung mit fimfmu ^^ S^^* ^^^ nsLch (10.) 
§ 4 und (10.) über in 

9it2gv2ff3^ff2ig2\\ßiSb7 ^mufini*) ^^ '"^ 9 ^01 (f 1S67 ^m^hmO C*i»>7 ^1234/ 1234)1 

welche mit Hülfe der Gleichung (9.) leicht zu verificiren ist. Demnach ist 

/ION /2a45/j346l2S47 »i, ^0134^34 _l ^0142^43 _i ^01 »8 ^2» | I qUaIhH^^OI 

/ '0134 /014'.' /0133 '0114/0143/0113 

Nach Formel (7.) § 6 ist 
f..,(M)(23,567)c,«34C.m^'A>. = (234, 567)c,„,,?^'' ".'^'a» 

^y ^23 /Ol 23 

+^1(234, A)A,„,^?^ CT,,. 

A ^ ^4i f«M4Ä 

Nun ist aber, wie aus der zweiten oben benutzten Formel durch 
Vertauschung der Indices 2 und 4 hervorgeht, 

und nach (22.) und (23.) § 4 

und folglich 



Afp f T'^n^iiAIMiK f f 

2345/ 1^346 /V:i47 / 1 23 ^ /(M4A/234A 

Die Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung von o^ß(u) 
seien, wenn man u durch x ersetzt, 

(14.) .r,,^ = a«^^x+a^^jx +a„ßX . 

Da die Entwicklungen der Functionen y^«^(w) und y^aßrd(M) ™it ^^^ Gliedern 
der dritten Dimension anfangen, so folgt aus den Gleichungen (1.) § 7, (12.) 
und (13.) 

(15.) 2:fx^iyö^,,^ = 0, 

(16.) /»>+/*•-+/»-» --f-/''="/'"^s. =0, 

/ü134 /014J /0123 »Ol 34 »PI 42 »0123 

(17.) 2:1 ^'f^^^' X,, = ^^" 



^^ /■i34^ J-i^Mhli^Anl^MI 

Die Determinante der drei linearen Functionen x^i^ x^^^ x^„ bezeichne ich 
mit [xX^uVyQo]. Aus der Gleichung (15.), die man auch schreiben kann 

folgt, dass 
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WO ffi« von ßj Y^ d unabhängig ist. Setzt man in (17.) rr^^ = ^^47 = 0, so 
erhalt man 

/ [23, 46, 47] = — W»4/2346/23*7/4ö7<l/4C7l/4676« 

Setzt man in (16.) ^34 = x^i = 0, so erhält man 

/;n42/;a«[23, 34, 42] = -/•234./m,[01,42,43]. 
also mit HUlfe der vorhergehenden Relation 

/ [2o, 04, 42] = WI4/2344 1/2341 /2345/23^c/2347« 

Daraas ergiebt sich durch Vertauschung der Indices, dass m^ = wtj ist. Be- 
zeichnet man den gemeinsamen Werth der acht Grössen m^ mit m, so er- 
hält man folglich die Gleichungen: 

(18.) [oft.CLy^ ad] = mf,ß^^, 

(19.) fW.Y^.^ß'] = ninu^,,, 

(20.) /■[«/?, ;f^, ;^/^] = -inf^i,J^^^iif,,,J,^,,J,xu,' 

In dem Producte (19.) durchläuft l die fünf von a, /?, y verschiedenen 
Indices. In der Formel (20.) sind aßxl/nQGT die sämmtlichen acht Indices. 
Bei unserer Definition der JacoÄischen Functionen ist ein allen gemeinsamer 
Factor willkürlich geblieben, und daher bleibt m völlig unbestimmt. Wie 
man bei bestimmter Verfügung über jenen Factor die Grösse m berechnen 
kann, habe ich in meiner Arbeit lieber die conslanlen Factoren der TKela- 
reihen (dieses Journal Bd. 98) gezeigt. 

Dass die Coefficienten der Anfangsglieder der 28 ungeraden Theta- 
functionen die Coordinaten der 28 Doppeltangenten einer Curve vierter Ord- 
nung sind, ist gewiss eine der merkwürdigsten Eigenschaften dieser Func- 
tionen. In den bisherigen Darstellungen ihrer Theorie findet sich aber 
keine Identität, aus der sich jener Satz so direct ablesen Hesse, wie aus 
der in § 8 entwickelten Formel (19.) oder (26.). Bezeichnet man nämlich 
die Glieder der vierten Dimension in der Entwicklung von y(fi), falls man 
darin u durch x ersetzt, mit F(x'^ x\ x") oder kurz mit F(x\ so folgt aus 
derselben die Relation 



(21.) fißyfiFix) = ^OYm[\fx^^Xys + yii^a/J^Sß+^^x^s^ß,l 

aus der jener Satz unmittelbar hervorgeht. (Noch einfacher ergiebt er sich 
aus der Formel (14.) § 14). Sind ferner G^ß{x) und G„ßy^(jr) die Glieder 
der dritten Dimension in den Entwicklungen von ipaß(u) und y^,ßys(u)^ so 
folgt aus der Gleichung (20.) § 8 

(22.) fa/ir^Gaßyr)(^) = X..,)X;ißXß^ + X,s^X,,yXj,,'s + X^^Xß^X^^+Xß^Xy^X^^ß. 

10* 
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In meiner Abbandlang üeber die Jaco bischen Covarianten der Systeme von 
Berührungskegelschnitten einer Curee vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 103), 
die icb im Folgenden mit J. C. citiren werde, babe icb die in diesem 
Paragrapben entwickelten Relationen auf einem anderen Wege hergeleitet, 
so wie aucb viele andere, die sieb aus den Formeln des § 8 durcb Goeffi- 
cientenvergleicbung ergeben. Mit Hülfe der Gleicbungen (18.), (19.) und 
(20.) babe icb dort gezeigt, dass 60123 die Functionaldeterminante von irgend 
drei der quadratischen Functionen 

XU1X23, ^112^31? ^U3«^12l ^45^07? ^4fi^75? ^AT^Wi 

ist. Aus den Formeln, die icb in § 10 entwickeln werde, folgt dann, dass 
&01 die Functionaldeterminante von irgend drei der Functionen 

^'iU^lij ^10^13? ^«H^14? ^«»^151 ^iW'^'löi ^II7*''17 

ist. 

§10. 

üebergang von eiuem Fundamentalsystem zu den andern. 

Aus den entwickelten Relationen kann man neue ableiten, indem 
man die Formen untersucbt, welcbe sie annebmen, wenn man statt des or- 
sprünglicben Fundamentalsystenis ein anderes zu Grunde legt. Setzt mau 

(1.) a = [0123], 

so bilden die acbt Cbarakteristiken 

(2.) [0'] = [0a], ... [3']=l3o]. [4'] = [4], ... [?-] = [7] 

ein Fundamentalsystem, fQr welcbes die Summe der ungeraden und die halbe 
Summe der sämmtlicben Cbarakteristiken 

(3.) k' = ka, j'=j (mod.2) 

ist Der Kürze balber scbreibe icb z. B. di^^ für ^k^aß* und bezeicbne all- 
gemein durcb den einem Ausdruck beigefügten Stricb den Ausdruck, welcher 
auf die analoge Weise mit Zugrundelegung des neuen Fundamentalsystems 
gebildet ist. Die Function <//(ti) kann sieb ihrer Definition nach von (p(u) 
nur um einen constanten Factor unterscheiden. Da aber nach § 3 A^^ = h^ß 
ist, so ist aucb V>*{u)=^(p(u) und folglicb F'(x) = F(x). 
Setzt man 

A = Yci/so/A^ fb = Y"Ar>7i5 /t> = JliinbiXf fi = Y^Asfii^ 



• • • 



• • • 
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80 i8t nach (10.) § 9 

I C*l?4ö67/«67^. = - (0, fl)/"^ W , C*€4567 AsO-Zi = ~ ( 1, 0)^2.3 , 

l c* «0123/1)123/4 = — (4, CL)fgijcy,i , c* f ,«23^123/5 = — (o, (i)fg\fi,l , . 
Die Formel (16.) § 3 lautet für 6 = [0a] 

42,9(11) = f 2(&0ai, OA)Äo,(^.^,(ii))^+2;I(äOA, Oal)K,{9^,,(u)y 
oder 

%-y = („,01)|^a^3+(«,02)-^aJ. + («,03)-^a?,+f J(o,OaA)^<. 
*^ ^23 ^31 ^12 ^ yoa 

Den Formeln (4.) zufolge ist aber 

/ *'0123yül23 

und mithin nach (10.) und (15.) § 4 

(a,01)^V = TT-- 

^23^0123 /"/l 

Ferner ist 

«(o)C*^Cui23^0123/oA = (04, «)r^?;2,3^5A7 

und folglich 

(a, Oa4)cYuA(^oifl'o2^i)3)' = ß(^mi(j9Qi9ngf^^' 
Multiplicirt man mit {g^gx^g^^g^rS''^ so erhält man nach (11.) § 4 

(a, 0a4:)c^f,,f, = fcUnCmvjgiy^f^i 
und mithin 

(a,0a4)-^— = -777- • 

Setzt man diese Ausdrücke in die oben für (p aufgestellte Formel ein, so 
findet man 

l»U Mi i«h ^ i»h 

Setzt man dagegen in der Gleichung (16.) §36 = [4], so erhält man durch 
analoge Umformungen 

(6.) y(«) = ^f,^ol+-/j-ah+-f^ai,+ -^a'^. 

^ f*lX hh M/o (4/ 7 

Durchläuft A die sechs von a und ß verschiedenen Indices, so be- 
stehen zwischen den sechs Functionen a^^^^i drei Relationen von der Form 
JSCxO^iOßi = 0. Für die Coefficienten C^ kann man jedes System von 
Werthen nehmen, welche die Gleichung J^C^x^^Xßi = identisch befriedigen. 
Um nun zu erkennen, wodurch sich die zwischen jenen Functionen auf- 
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gestellte Relation (6.) § 6 auszeichnet, betrachte ich das Anfangsglied in 
der Entwicklung der Gleichung (13.) § 6. Ersetzt man in demselben u 
und du durch x und y, so erhält man 

(7.) 2:x,,y^n = 0, 
wo 

(8.) y., = a:,y+a':,y''+a:;y''' 

ist. Durch die Betrachtung der Glieder der zweiten Dimension in der 
Formel (5.) § 5 zeigt man. dass die Gleichung (7.) auch gilt, wenn « = /? 
ist. Aus der Formel 2:Gla€f'a=^0 folgt daher, dass eine Relation von der Form 

besteht, deren Coefficienten die Gleichung 

C2:rj3y,o + C3Xi.^y„.+^JC,.T„;iya = 

identisch befriedigen. Setzt man 

iTm = X(,5 = yn, = yi7 = 0, 
so erhält man 

C,[13, 04, 05][03, 16, 17]+C3[12, 04, 05][02, 16, 17] = 

und folglich der Formel (20.) § 9 zufolge C2^ = C3/3. Setzt man 

so erhält man 

a[13, 12, 05][03, 16, 17]+C4[04, 12, 05][14, 16, 17] = 
oder Cif.fni^Jun = C^ff^- Mithin ist 

.).) y- + -^- +f . ^^ = 0. 

In älinlicher Weise fuhrt die Formel 2:a'„xCf\>, = zu der Gleichung 

'i 1 1 



I, /Vy35<y«e(T(i7 , /ü>3t><J(i»ö'75 , A 237(^1 17 <J56 



(10.) . .. 

I n235<y«e(T(i7 , /r23t><J(i»ö'75 , / 1237W»F7W5Ö /\ 

^ /•• n 



und die Formel -2'(7i;i<y!ii zu der Gleichung 



»2 Vi 



Nun mögen aßyd die Indices 0123 und }fluy die Indices 4567 in irgend 
einer Reihenfolge bezeichnen. Dann ist a^,^ = C^ßOy^^ o^i = C^^c^^ und 
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^aM = C^ox^aif- Aus der Vergleichung der Formel (5.) mit der Relation 
(p(m) = ^(alixy ergiebt sich 

ra _ P fri _ r rn _ fU'^^'' . 

Ml im hn 

Ebenso findet man 

''^TÜ' ''"TN' ' • • ''^ Uh ' 

Femer erhält man aas der Relation (9.) 

n U n 

Aus diesen Gleichungen kann man die Constanten C^^ berechnen. Setzt 

man }^abc... = ]^a]^b]U...^ so findet man, dass entweder 



(12.) 






ist, oder dass diesen Ausdrücken sämmtlich das entgegengesetzte Zeichen 
ertheilt werden darf. Man könnte also noch in jeder dieser Formeln den 
Factor V^l hinzufügen. Dann enthalten sie zehn Quadratwurzeln f^/;,, . . . V'/., ^f 
und 1^1, für welche sich auf dem obigen Wege keine Bestimmung ergiebt. 
Durch üebertragung der Gleichung (4.) § 5 findet man, wie ich zeigen 
werde, zwischen denselben die Beziehung 




(Id.) l/il/l/iA = ^/4/5/C/7' 

Ausserdem kommen jene Wurzeln in den obigen Formeln nur in gewissen 
Verbindungen vor, welche sich sämmtlich durch 

ausdrucken lassen. Mithin bleiben darin nur sieben Vorzeichen unbestimmt. 
Da aber auch bei der Definition der Functionen a^ß sieben Vorzeichen, 
nämlich die von ^„m ••• 9^i willkürlich gelassen waren, so folgt daraus, 
dass die Vorzeichen der in den Formeln (12.) auftretenden Wurzeln keiner 
andern Beschränkung unterliegen als der Gleichung (13.). Der Einfach- 
heit halber will ich ausserdem /! = + 1 setzen. 

Die Betrachtung der Glieder der ersten Dimension in jenen Glei- 
chungen führt zu den Formeln 



Üafß y'Ux' \faf. }'U 
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Die nämlichen Formeln habe ich auf einem anderen Wege J. C. § 6 ent- 
wickelt, und aus ihnen die Beziehung (13.) abgeleitet. Man kann diese aber 
auch auf folgendem Wege finden: 

Nach Formel (1.) § 5 und (12.) ist 

und folglich, weil 9\^^ = *,„^„„„ = -(Ar, ycJ)^,^* ist, 



^^, ^ -ik,rS)^- 4-^gr,. 



" ^Uh 



Nach Formel (9.) § 9 ist 

Nun ist aber K = A, «^567 = «45<i7? ^«23 = (»^ *)c und 

(15.) c'f4,f,f, = (a)rc;^m, 
und mithin 

(10.) /0123 = ^"-2rF>"Aw- 

»/»/ihn 

Ebenso findet man f^^^.T = - j-L^ - f^^T ^ und daraus ergiebt sich die Re- 

lation (13.). Mit Hülfe der Formeln (18.), (19.), (20.) § 9 habe ich J. C. 
§ 7 weiter nachgewiesen, das» 

(17.) /^- = -v7W' 

(18.) /oi45 =^ ;^===r-/Jji45/,ß34/;,235/1234/t2W 

und 

(19.) „■=-„, r = j£^f;f 

ist. Ferner kaiui sich z. B. (70,45 von a^^^s nur um einen constanten Factor unter- 
scheiden. Setzt man « = 0, so erhält man -^— = 7^- Es ergeben sich 

/(I145 /2J45 ^ 

also die Relationen 

(20.) «T («) = -^^- , (T„.« (a) = '1— - ff («), 

/'^j-3 r/0/1/2/3 

(21.) ffU«) = - -^^. ^'^ 

] /n/l /^ /<»2* 

(22.) flrui45(w) = J=^=^^ fui^iifiniAfwzsfui^tms—f 
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Berechnet man mittelst der Formel (12.) § 9 die Function y/ln^ so ver- 
tauschen sich in der Summe nur die beiden letzten Glieder und man erhält 

(23.) 1//;,, =!//„,, V'i5 = V^45. 

Vertauscht man in jener Formel die Indices 1 und 4, so findet man 
und daher 

Umgekehrt ergiebt sich aus der Formel y/leoi = ^(^lif^mi die Relation 

(25.) -^ = V'.., ^ = V'... 
Femer ist tp^m = ^^oiy^^ ^ — TF^ft' ^^''^^^'^^ ^^^ folglich 

(26.) ^- = -i^-. 

/CU23 /Ol 23 

Den Constanten Factor C, durch welchen sich v/',i45 von v/,,,^ unterscheidet, 
könnte man bestimmen, indem man in der Gleichung 2o[ao\\^ = C2:a,^^ai^^ 
n = [02] setzt. Indessen ist es bequemer, die Methode anzuwenden, die ich 
J. C. § 7 benutzt habe. Man findet so 

\^*') ~r == ~f 

/<»145 /«)145 

Mit Htilfe dieser Formeln kann man jede Relation auf alle Formen 
bringen, die sie anzunehmen vermag. So ist z. B. nach (26.) § 8 

^012 4>' ^ V'o.24 + y> y.'i: 
und nach (8.) § 5 y^.Vi^ = f\^m<h* nnd folglich 

V f^zi 0'i3 fitüdi^in 

c^23 (X„j fm-o'iA 

0^13 flr,)3 Ao7<y24; 

A)507^«>4 flUM^l* fiVü^I* ^' ! 

Die Function VArm.1234 ist in § 6 durch folgende Bedingungen definirt: 
Ihre Charakteristik ist [Ol], ihre Entwicklung fängt an der Stelle [0234] 
mit den Gliedern der dritten Dimension an, und sie hat ftlr ti = den Werth 
fiüufmi' In ahnlicher Weise definire ich allgemein, wenn a und 6 zwei 
azygetische Charakteristiken sind, eine Function y/.,,, = v/^.«. Ihre Charakte- 
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(28.) 



= (nf<fmiy(.^'U+(f'(fu). 



(U24 
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ristik ist ab, ihre Entwicklung beginnt an der Stelle a (und mithin auch 
an der Stelle 6) mit den Gliedern der dritten Dimension, und für ti = ist 

Dann ist V'm34.«i24 = fi\mfum(P24^4, und aus der Gleichung (28.) § 8 
ergiebt sich folglich die Relation 

<^23 ^ ^tl3 f\5Gl^l* 

(29.) 1 = — AJi67/?5C7/i667A667(V^24V'34+VV'24,34). 

/ü5ö7^l>4 /l5Ci7^14 12561^24 ^ 

Aus der Formel (29.) § 8 

folgt die Relation 
4 

(30.) VT <yuiö',w<yio<ym<^t»5Örf.7 = y^m(fifi + ^^w(piic — 2lp^^lp^„Xf\j(i^,r^ + (p(^^^ 

Aus der Gleichung (20.) § 8 

ö^in23VW3 = <y23Ö'3i<^i2+<^cr2<y'o<y23 + <^m<ym<y3i + <yoi<yi'« 

ergiebt sich 

(31.) —fO%y2i = ^<y,ia,ßa,o + /;ai,,Cri2flri3+/2flr2o<y2l<y23 + /3<y3<)<y3lö'32, 

und mithin lässt sich der Quotient zweier geraden Sigmafunctionen in der Form 

C32.) --- = ^23<y8i<yi3 + ^oa^o3^a 3 + ^oi^o i^ii+ ^oi^oa<^ia 

durch die ungeraden Sigmafunctionen darstellen, oder es ist nach (18.) und 
(19.) § 9 

I ff([01, 02, OB]a,,a,,ü,,~[lO, 12, lS]a„,a„,an+ -) 

(33.) j _ ^,^([23, 31, 12]ff.„«?.,,ff,o+[23, 02, 03]a.„a„«.,+-). 

l 10123 

Auf diese Formel, die man auch leicht direct herstellen kann, und die auch 
gilt, wenn man die constanten Factoren der Functionen a^ß ganz willkürlich 
wählt, kann man, wie ich beiläufig zeigen will, einen neuen Beweis des 
Satzes gründen, den ich in meiner Arbeit lieber die constcmlen Factoren 
der Thelareihen (siehe dieses Journal Bd. 98; § 5) entwickelt habe. Nach 
Formel (6.) § 2 ist 

C&,{f> + w)»,{w + U)»,(u + f>) = ^(«A)^,a,(tl).^*«A(t^)«?*«A(«^)^*aK« + « + «^). 
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Ist a einer der Indices 0, 1, 2, 3, und setzt man tr = [«] = [0123], und er- 
setzt man v durch —i?— w, so findet man 

c.9,(ii)d,<ii-ht^)*.(r)-c'^,(fi)d.(fi+t^)^*<r) 

wo sieb A von 4 bis 7 bewegt. Vermehrt man r um «/?, wo /? = 0, 1, 2, 3 
von a verschieden ist, so erhält man 

= 2;((ft, «A))(A, a)(«A, «^)^..«A(0)^.«;t(«)^^^i Wd*^A(tH- 1^). 

Differentiirt man diese Gleichung nach v und setzt dann t? = 0, so ergiebt 
sich 

= 2;((ft, «A))(A, a)(«A, (^/:f).^,.«i(0)d,,,(«)d,.^,(0)rf.V(«). 
Setzt man also 

so ist 

£Ra,dR,, = ((Ar, «))(«, (.^)(c.9,(t.),9,.,,(f/)rf,V,(0)-e\9,(fi)*,«,^ 
Setzt man aber in den obigen Gleichungen r = 0, so erhält man 

£Rl, = {c».iu)y-{c&,i^u))\ ^Ä„,ß,, = 0. 

Daher bilden die Grössen R^i, ein orthogonales System, und mithin ist 
die Determinante vierten Grades 

Sind y,„ </;,, ^2, ^3 irgend vier Functionen von u\ w", w'", so bezeichne 
ich die Determinante 

I ^<Pa dcpa ^<Pa I 

mit [f^u, ^'i, <jP27 9>)]- MnltipliiMi't man dann die Determinante [/{,m, /i(», /?,«, A,,;] 
mit der Determinante \Ra)\, '^^ erhält man mit Hülfe der entwickelten 
Formeln 

C(o-" — ff')[orm, O-.ö, ff,«, ff.c] 

= o'^a«a3,a,2[01,02,03] 

-(r'*(r(a„,<T„a„[23, 02, 03]^-(T.«,a,,a,3[31, 03, 01]+a,„a3ia,,[12, Ol, 02]) 

-l-aV(-o,«a,oöa[10. 12, 13]+a.off,„/Tj,[20. 21, 23]-a,„o,„o„[30, 31. 32]) 

-a'o,„«„,«,o[23, 31, 12], 

11» 
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WO C eine Constante und rj'(ti) = ^^^y- igt. Aus dieser Gleichung folgt 

/Ol 28 

in Verbindung mit (33.) 

C[a^t^, (T,Ä, (T,,„ a,rj] = [23, 31, 12]aaoia,«aü3+[01, 02, 03]a'a23a3ia„. 

Vermehrt man hier u um eine beliebige halbe Periode, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

(34.) [f^„, &^, «?,,, i?J = A&p&^d^&,+B&j,t^^t^^&^, 

wo A und B zwei Constanten sind, die acht Charakteristiken a, 6, c, rf, p, ^, r, ^ 
irgend ein Fundamentalsystem bilden und / = pqrs =: abcd ist. 

§11. 

Die quadratische Form h{z) und ihre adjungirte Form ^(ir). 

Setzt man in der Gleichung (10.) § 6 €? = —«, r' = 0, w' = [Ol], 
w = [02], so erhält man 

-^».{u)»U^)»U^)»^n(u) = f(Or,r)(r, 12)^^,,(0)d^^(0)^^«(0)*^(2y). 

Da die linke Seite eine ungerade Function ist, so durchläuft kr nur die un- 
geraden Charakteristiken [kxl\ und folglich ist 

-8^*(ti)6^;ki2(tt)**2<)(w)^A(.i(w) = 5J(012;fA,;fÄ)ci2,iC2oxaCüixii^*«i(2ii). 
Nach Formel (1.) und (20.) § 4 ist 

und mithin nach (10.) und (18.) § 4 

^hnxfm'ixffmk =" (0 lö^fA^ xA)Cl2»;lC•2^^J,x^n«A^l2fl'w^ül• 
Demnach ergiebt sich 

8^(tl)ö,2(w)ö.2t,(tl)a„,(fi) = ^Jm2jin2l0^i(2u) 

nnd ebenso allgemein 

wo ;f, ^ alle verschiedenen Paare der Indices von bis 7 durchlaufen. 
Setzt man also unter Anwendung der Bezeichnung (3.) § 9 

(2.) 8a(u)h(z) = Ä(t,,(2ii)ä.ä„ 

x,A 

so ist ä(ä) eine quadratische Function der vier Variabein »^% »', »", « 
welche an der Stelle 



nt 
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,(") = 



f tt in 

Oa aa Oa 

Oß Gß üß 

r fi in 

»r «r öy 



3 = — 



_/u"i n fi' '. 






'ß 



ß \i 



«r < «r ! 









»'" = - 









a; a'; 



oder, wie ich mich kurz ausdrücken will, im Sclniittpunkte der drei Ebenen 

««5 a^, Oy den Werth Oß^(u)a^^(u)o^ß(u) hat. Setzt man ^^ = ^v(^^)^ 
Sgl = a,;^(2fi), 80 ist nach Gleichung (5.) § 9 auch 

16a(ti)A(Ä) = Ijsgx^^zx. 

Sind nun i^jl^^ die in § 8 eingeführten Functionen, in denen aber u durch 
2u ersetzt ist, und ist 

80 i8t nach (33.) und (34.) § 8 

16a(ii)A(«) = i:(i^h^;^!6^''>y. 

Bezeichnet man also die Determinante von h(z) mit D^ so ist nach dem 
allgemeinen Multiplicationstheorem der Determinanten 

Ist aber aßydxXfiy eine eigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, ... 7, 
80 ist 

faßr^Paßrd+f»}.uyf^>ihiy = faßrfi{.Paßr9+ P>tl^»v) = 2/"«^^^ F^ (2ll)a«^y^(2w), 

mithin 

und folglich nach Formel (18.) § 5 

(3.) 2^D = ip(uy(p(2u). 

Die adjungirte Form von Ä(a) = -Ta^^a^^^a^"^ bezeichne ich mit i\(p(u)g(w) 
und ihre Polare mit 



n 



ni 



^<p(u)g(v, ic) = - 



u 


w^'' 


W 


IT 


tr 


• • 


• • 


«.11 

• 


• • 


0U3 




»30 


«31 


«32 


«31 



Ich werde zeigen, dass die Coefficienten von g(w) ungerade Thetafunctionen 
siebenten Grades (mit der Charakteristik k) sind, dass also die ersten Unter- 
determinanten von D sämmtlich durch (p(u) theilbar sind. Ist ^(a) eine 
beliebige kubische Function der vier Variabein z^''\ und ist ^«^^ ihr Werth 
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im Schnittpunkte der drei Ebenen a^, a^, a^,, so ist 

^ ^^ Jlzx !ia^ß^r'^haßr ' 

wo Ä in dem Produete n'fi^ß^ nur die 5 von a, /?, y verschiedenen Indices 
durchläuft. Denn die Differenz jener beiden Ausdrücke ist, mit 77«^ mul- 
tiplicirt, eine ganze Function fünften Grades, welche im Schnittpunkte von 
je drei der acht Ebenen a,,, ai, ... a^ Null ist und mithin identisch ver- 
schwindet (siehe dieses Journal Bd. 99, S. 288). Setzt man *(») = «5«^»7, 
so ist demnach 

(5.) -h(z) = 3^^^^^-'^-'---% 

wo a, ß, Y, Xy l die Indices 0, 1, 2, 3, 4 sind. Eliminirt man Si, mittelst 
der Gleichung JS'/'s^Ti «^ = 0, so möge sich ergeben h(z)=^2!*p„xz^»i. Setzt 
man zur Abkürzung a„iat«ö,.2 = rj4 = t?43, a^iOoa^is = t'a» = «?42 u. s. w., ferner 
vn = und /'„i7/. = Ci, so ist 



Ist 



fr3 = (tr, «1, »2, a*), 1^4 = — (ir, «i, 03, Oj), 



also 



i r 

und 16cgj,i = ^(«)flr(a„ aO, so ist die Form -^(p(u')g(v}) = £lq,^w,w^ die 
adjungirte der Form JSp^^ss^z^ auch dann, wenn man «i, . . . «4 und ti^i, ... 11^4 
als die unabhängigen Variabein betrachtet. Daher ist 

qziqwqU = (PnPn-p'idlPni^l («,>.- 1. 2, s, 4) 

und folglich, weil c^i\p^x\ = ^ ist, 

Nun ist aber 

4A*ClC2(jt?l,P22-Pri) = |A>a,? — C«f?„;9 — €a()Cj| (0,^ = 1,2), 

eine Determinante zweiten Grades, die sich in die Determinante vierten 
Grades 



^[ti 


t?oi 


<?(« 


c^< 


t?l(l 


«^u 


t?l2 


c] 


f>w 


«21 


t?22 


cl 


•> 

Ci", 


c\ 


c^ 
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umwandeln Iftsst. Setzt man für v^i seinen Werth ein, maltiplicirt dann 
die Elemente der ersten Zeile und Colonne mit (t,)| , die der zweiten mit ^i« 
und die der dritten mit o^^^ so enthält jedes der Elemente f>nxO^^Oi^ den 
Factor ^04(^14^24^34) and man findet daher, dass jene Determinante gleich 
ist 0^, maltiplicirt mit der Determinante (28.) § 10. Folglich ist 

und allgemein 

(6.) i7(e»a)ff(a,)-(j7(a«, a,)^ = ~iy(2ii)(a.,(fi)y((V^«,Wy+y(ii)y.,(fi)). 
Ebenso ist 

0^(02, a;)g(a^)-g(a2, »Ofl'Coa? «0 = "C?,9(2fi)(pnP23-Pi2Pi3) 
and 

I ^(W ^01 ^iU Al 

A 4 2 / \ • ^^** ^^^ ^^^ ^' 

^Ci)CiC2(h{PuP23—pi2Plz) = — 1 .^ 

t'a«) ^31 ^32 ^ 

C(j Cj C2 u 

Diese Determinante ist gleich 034(734, maltiplicirt mit der Determinante (29.) 
§ 10. Daher ist 

^(«2, (^g(fl*)-g((^Z, Ö4)S'(a3, Ö4) = -i9>(2w)a,4a34(l//24V^34 + y)V^24,34) 

und allgemein 

i= -J-(p(2tt)(;,,(w)^;.,(tt)(V^ar(^0V^^r(«) + 9'WV^a,,^,(t^)> 

In ähnlicher Weise kann man auch die Determinante dritten Grades 
^44 = S±PuP22Piz berechnen. Der Abwechslung halber schlage ich aber 
einen anderen Weg ein. Aus der Relation ^+qng2iqiz =" PaaIPxxI^ folgt die 
Gleichung 

^±flf(öi, a,)flr(a„ «2)^(03, O3) = ^(p(u)(<p(ßn)ya,^o^,ay,. 
Daher ist 

(^(fliM Co)g(o6, (h)-{g{(h,, öf>))0(^(ö«M ö.>)5(»7, 07)--(^(öu, a?))') 

-(flf(o,j, aii)g((hj Ö7)-flr(a,„ atdg(^)i «7))' = ^(0.), ö..)^±fl'(o.), öi))fl'(öf„ <h)g(ch, «?) 

= TV^(^»)v^W(y(2w)7<yi«i^o7^fi7. 
Nach (6.) und (7.) ist aber die linke Seite gleich 

^(y (2ii)y <4 a;;7 ((e//;"« + y (f^nX^'^ü + (f (fiü) - (V^.« V^o7 + y V^.«,.r7)0- 

4 

Nach Formel (30.) § 10 ist folglich flr(o„) — jrio.^i und allgemein 

(8.) ^(aj = Y-/7r7,,(fi), 



(11.) 
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WO X die sieben von a verschiedenen Indices durchläuft. Beiläufig ergiebt 
sich aus dieser Formel in Verbindung mit der Gleichung (6.) § 9 die merk- 
würdige Relation 

(9,) (/7(7.„)+(/7a,,)+...+(/70 = 

und mithin nach (11.) § 4 

(10.) (i, o)(o, kxn9,,)+ü\ i)(i, kxn»,n)+'"+(j\ 7)(7, kxn.%u) = o. 

Ferner ist 

(fl^(flti, 00)0^(0,, a,)-{g(a,,, a,)y){g(a,,, Oi)9(ß2, (h)-g(a^,, (h)g(fl,, «,)) 
+ (^(a,„ a,^g(a^, 02)— ^(«im »Ofl^C^n, a2))(fl'(fli, öi)^(flo, a^-gia,. (h)g(a^, c^)) 

= 9(fli^^ a,)2±g(a,,, a,^g{a,, a^)g(fh^ (h) 
und daher 

"01 

wo sich die durch (p nicht theilbaren Glieder aufheben. Allgemein ist 
folglich 

~a5w^ = (VwWy'/V.o-.«+V^«,(«)n,(«)V'/Ja.ArW 

Dieser Ausdruck hat demnach für jeden von a und ß verschiedenen Index y 
denselben Werth. 

Bezeichnet man die Glieder der fünften Dimension in der Entwick- 
lung von g(iD) nach Potenzen von n (falls man u durch x ersetzt) mit 
2F(x)G(x;fc) und die Polare von G(x;fc) mit G(x;v,w)j so ist nach For- 
mel (8.) und (11.) 

(12.) G(x; aj = 0, G(x; ««, a^) = Xaß^ 

Demnach ist G(x; ir) — x G' (w)+x"G"(ff^)+ i^'" G*" (w) eine ganze lineare Func- 
tion von 0-, und G^w) = 0, G"(tv) = 0, G"'(w) == sind die Gleichungen dreier 
Flächen zweiter Klasse, welche die acht Ebenen o,,, ai, ... a? berühren. 
Dieselben werden nicht von einer und derselben Developpabeln vierter 
Klasse umhüllt. Denn sonst würde, wie sich aus den oben aufgestellten 
Formeln leicht ergiebt, die Determinante von je drei der linearen Functionen 
a?„y verschwinden. 

Bezeichnet man die Hesse^che Co Variante von F(x) mit 
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80 ist, wie ich J. C. § 11. gezeigt habe, 

G = G^^, G,, ~|- G ,, C^, + C,,, G,,, (mod. F). 

Sind also die Glieder der sechsten Dimension in (p(u) gleich G'(x), so sind 

sie in ^^^'" ■- nach (11.) congruent C«j+fir+2G'. Vergleicht man daher 

in der Formel (6.), nachdem man sie durch n\;, dividirt hat, die Glieder 
der zehnten Dimension, so erhält man 

3G' r- G (mod. F). 
Die Glieder der sechsten Dimension in (p(ji) sind also ^G(x)+F(^x)Q(x\ 
wo Q{x) eine quadratische Function ist. 

§ 12. 

I>ie Function /«,j;.,^('0. 

Die Berechnung derjenigen Determinanten zweiten Grades des Systems 
gf(ö«,a^), die im vorigen Paragraphen noch nicht bestimmt sind, fuhrt auf 
eine bisher noch nicht betrachtete Thetafunction vierten Grades. Durch 
die Gleichung 

wo der Index 4 nur scheinbar bevorzugt ist, wird eine Constante Pa,i,Yd = Pryas 
definirt, die das Zeichen wechselt, wenn man a mit [i oder y mit (V ver- 
tauscht. Nach Formel (9.) und (10.) § 9 ist 

also nach (4.) § 4 

(2.) A„p..,,. = (Ü123)(01, 2:i)f ( ^^^'^^ )'• 

Aebnlich wie die Formeln (10.) und (11.) § 9 und (15.) § 10 den Formeln 
(1.), (20.) und (7.) § 4 entsi)re(*hen, entspricht diese Formel der Formel 
(22.) § 4, und man kann auch Formeln aufstellen, die den Formeln (21.), 
(23.) und (6.) § 4 in derselben Weise analog sind. 

Setzt man in der Gleichung (11.) § ti « = — w, so erhält man 

8d*(fi).**,.(«)^..3(tt).^.M.3(w) = ^(r, 0123r).^,,,(0).V»(0).^.H,m(0).^,.(2fi). 

Hier kann r nur gleich [02;^/.] oder [03;fA] sein, wo x, x = 4, 5, 6, 7 ist, 
und folglich ist 

8^^* («)•!>.., (w)t?K>3(/0^'>A.n.3('0 

= JKO, 12)(2, 03)(0123;f^ yl)c.n.>c,,,xc..uiCu^^^^ ~ '^'^^^f "^ )* 
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Aus den Gleichungen (22.) und (23.) § 4 ergiebt sich aber 

^'-^^cAn^aAiusC.a^s = "^-(0, 12)(2, 03)(45, 67)c^«^C3„,c;««c,„5 
und mithin 

(0, 12)(2, 03)(45, 67)g'oiflfi3C(ö«C3i45C(i3*5Ci245 = ^'^«25^45/2346« 

Daher ist 

(3.) 8a(«)a,(«)a«(«)-?f(-"^ = 3 ;/;„.,/:,., (-^ -7^)- 
Nun ist nach Gleichung (9.) § 9 und (2.) 

(0, 13)(3, 02)c g^n92^ 

Pol 23 ^^^ * 

<^I123^^31^B^12 

Durch Vermehrung von u um [02] findet man folglich 

(4.) 8p,„,3a.«(«)a3,(f*)(T.«(ti)ö,,(fi) = 5J/;,,,^,,(^^^^ 
Setzt man also 

80 ist nach (2.) § 9 

(6.) -8/oi23(w) = 5.(/iMxÄ<^23xK2w)+/ißxi^3U/.(2tt)+/cB,AÖl2xa(2«)). 

Dieser Gleichung zufolge ist 

Die Function Xaßr^ wechselt das Zeichen, wenn man irgend zwei ihrer Indices 
vertauscht. Eigentlich müsste diese Function mit XkMßrS bezeichnet werden. 
In ähnlicher Weise entspricht jedem Paar gerader Charakteristiken eine 

36 35 
Function /„,„ und folglich ist die Anzahl solcher Functionen gleich — ^ — = 630, 

wie ich J. C. § 13 auf einem anderen Wege berechnet habe. 
Setzt man ferner 

(8-) Xnun(u) = Poi,23^«tt<^3iö(ö^i2H — ir^^^(a,ß 03,-0,0(7,2), 

»0123 

so ist 

und nach (3.) und (4.) 

(10-) 8/oi,>3(«) = ^(/;„,;,a,3^;i(2M)-^,;.a3,,;^(2w)-/;o^;^(;i2.;^(2fi)). 

Die Function Xoi23(w) hat die Periode [0123], und aus den Gleichungen (6.) 
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und (10.) ergiebt sieb, dass 

ist Zu den Functionen tp^ß stebt die Function XaßrS "^ einer einfachen Be- 
ziehung, die man auf folgendem Wege finden kann: Die Summe 

^\Piktßrf^aßr'~f^la,9rfitaJ9r)\'^2MXßinxX/i "" P^M^fitlnlfO 
'i'i'^lUißrf^aßr *~ P'iaßYf^Uxßr)\PzMX/if\Mlu ~" PlMlßähMlfJ 
-\'\'^ikißrfiaßr'^'^3aßrtikißrJ\'^i*kjuf2,t).f4''~^2mlßtlU^^ 

in der sich jeder der sechs Indices von bis 7 bewegt, zerfällt, wenn man 
die Multiplicationen ausfuhrt, in zwölf Summen, von denen ich je zwei ver- 
einige. Dann ist z. B. nach (13.) § 8 

— An = ^iikißrfixi.fM\l^2aßr^:iM>ft'^^3aßr^'ixifi) 

Da sich die drei Summen, die hier auftreten, nur durch die Bezeichnung 
der Summationsbuchstaben unterscheiden, so ist mithin 

Vertauscht man d mit a, ß und / und addirt die drei so erhaltenen Summen 
zu der ursprünglichen, so erhält man 

— 4Äiii = o2(fittXSniaßr'~n>tXcLftySßr~~nxkßn*aSr'^fixXrfiiaß^jl^ai^^^^ 

und folglich nach (2.) § 9 
Ebenso findet man 

— 4^3 = *±^P{)aßyP\MXu\f'Zaßrn)tXf*'^naßrh«>.HJ — ^^faßrShittk'^aßrS'^inKk^ 

Da nun z. B. ^faßrsKßrS = ^^SkfaßrsKßyA ist? so erhält man die identische 
Determinantenrelation 

5 \J^K)aßYhaßY ^laßrhaßy) • ^ K^'laßrhaßr ~~ ^iaßrhaßr) 
"f • * yJ^Maßrhaßr l^iaßrhaß)-) • ^ K'^iaßrhaßr "■ ^Xaßrhaß)-) 
'T^\^0aßrnaßy'^^3aßrhUißr)'2{f^laßrf'iaßr'^^2aßrhaßr) 

Mit Hülfe der Formeln (37.) § 8, (18.) § 5, (17.) § 6 und (6.) ergiebt sich 
daraus die Gleichung 

12* 
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Vermehrt man in der Gleichung (18.) § 5 ti um [Ol], 60 erhält man 
bis auf einen constanten Factor 

(13.) 8((7„, («))>„ (fi) = -5^,.,(r.„,,(2fl)+5J/;,a,J,ö.^^,(2fl). 

Auö den Gleichungen (5.), (6.) und (17.) § 5 (für r = 0) ergiebt sich 

die Relation 

4(a.,(fi))^ = -5(a,,.,(f/)y+5i(rT,.,,,(ii))^ 

Betrachtet man in diesen beiden Formeln die Glieder der zweiten Dimension, 
so erkennt man, dass der constante Factor in der Gleichung (13.) richtig 
bestimmt ist. Vermehrt man in dem Ausdruck (17.) § 6 für oa^^V^yi die 
Variable um [Ol], so erhält man bis auf einen constanten Factor 

(14.) -8ao,(fi)a,,i(tt)e//oi..r2(«) = 5XAi'A<^cBxA(2w)+A2.2^uu2(2tt)). 

Dass der constante Factor richtig bestimmt ist, erkennt man mit Hülfe der 
Gleichung 

-2an,(fl)0,«(w) = 5c7„i,;.(w)^.r2»/(«')) 

die sich aus (1.) § 8 ergiebt. 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich zur Bestimmung der 
Determinante fl^(ö«, a,0^(ö?, a<5)--^(öa, öa)^(ö^^ «/)? welche ich gleich 
- Icp (2u){a,^ (u) a.,s (u) if^^ (ti) %^ (u) ~ tp {u)Xaß^y6 (w) -faßr^ hßyj) 

setze. Um die so definirte Grösse /«j,.^ zu berechnen, betrachte ich die 
lineare Function 

, ^o,('OV^oi(«^) Q^ f0.,\f4n n n n\ 
+ ~8a00 «.^/2«^A^«'A'^^ ö«^ <^ßy ^r) 

- ^-^^^(<^.»ixA(2«)(öi, fc>, »x, ai)-o,n^i(2u){u>, Ol, a,, a^-o^2»^{2u)(ß,,, ir, a^, a^). 



Ist / > 2, so ist /-(aO = /;,,., /o,2A. Nach (7.) § 11 ist f(a^) = f{a,) = /^(o,) = 0. 
Endlich ist nach (6.) § 9 2ff^nf(fl)) = und folglich /ui^j = /0124. Daher ist 
<„,,^5 von ö unabhängig. Da ferner taßr5 = tßah = hiaß = hrpa «t, so ist 
taßyü = t ^<»t d^n Indices unabhängig. Aus der Identität 
{gifla, a.,:)g(a^, as)-g(aa, ai)g{a,„ Oy))+(^(a„, ai)g{aß, a,)-g(a„ aß)g(a„ oa)) 

+ (?(»«> aß)9(Pr, »s)-9(fla, a.^g(flß, a,^) = 
erkennt man mit Htilt'e der Gleichungen (9.) und (12.), dass < = ist. Dem- 
nacli erhält man die Relation 

9{0a, a,)9(a„ a^)-g(a„ as)g(aß, a,) 
= -\ip(2u){o^^{n)a^i («) ^„^(«) ipy8(»)-(p(u)Xaß,ri(»))' 



(15.) 
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§13. 

Die Function Ä(y, c). 

Ist h(y,9) die Polare von A(a) und h^ßy^a',vr ihr Werth, falls man 
für y die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen a^, aß, a^ und 
für J5 die des Schnittpunktes der drei Ebenen «,,., a^,, a^, setzt, so ist 

(1.) 2±g(a,, «aOj/Cö^, <^ft)g(flry «rO = -h^P{^){v(.^^)yf^aßr.a'ß'r, 

und wie leicht zu zeigen 



(2.) 



j ^ I a'fSyn' la'ß'rX' fa'ß'y'/u' 

; A/St-a <7(ö/., »xO ^(«a, «aO S'Cöa, du) 

= ^P\^^)\J^aßr,a'ß'r'^Au,»'X'u' '^aßr,x'^'f*'^xXfi,a ß'y')* 



Einen speciellen Fall dieser Formel, nämlich die Gleichung 

\faßy!ifa'ß'r8'{g{fla, ««')^(»,i. «^O — ^(»«^ ^ß')g(^ß^ «a')) 



(3.) 



l — <p (ä tl) \haßy,a'ß'y' '^aßS,a'ß'S' f^aßy.u'ß'd' '^aßS.a'ß'y'J 



habe ich in § 11 mehrfach benutzt. 

Um jene Werthe von A(y, ») zu berechnen, führe ich die Bezeich- 
nungen 

(4.) 0,l(u)tp,-,(u) - V,x(u), ^«^,^00 l//«^,j(«) = faßyd "faßrSiM) 

ein. Diese Functionen wechseln das Zeichen, wenn man zwei ihrer Indices 
vertauscht, und es ist 

Sind zwei der Indices gleich, so sollen diese Ausdrücke identisch verschwinden. 
Sowohl zwischen den geraden Functionen V^^^j wie zwischen den ungeraden 
Functionen ^aßr^ giebt es eine grosse Anzahl linearer Gleichungen. Nach 
Formel (17.) § 6 und (18.) § 5 ist 



und 



(6.) 8a(fi) W^,(u) = 5 /A.,,f7..,,(2ii) = -i Uß,o,^,,(2u) 



(i,p%y 



Nach Gleichung (1.) § 9 ist daher 

(7.) £Ux ^,,(u) = raßyöo{n)ip(u\ 

gleichgültig ob die Indices a, ß^ y^ S verschieden sind oder nicht, und 
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allgemeiner 

(8.) i:^^,z^ = -a(ii)(^(ii)«,. 

Von den mannigfachen Gleichungen, die sich hieraus ableiten lassen, er- 
wähne ich nur die folgende: Durchlaufen x, k die Indices 0, 1, 2 and a, r 
die Indices 3, 4, 5, so ist 

und folglich 



Ebenso ist 



und mithin 



oder weil 



ist, 






fax67/ßkti7 falGlfßxfü — faßÜTlxXiM 



Allgemein ist, wenn a, /y, y, x^ A, /i sechs verschiedene Indices sind, 

(9») \Jaßr*^X(A'\-faßrX^t»*'^faßriA^»))^\fuX^a^ßr'^f — 0. 

Setzt man die Ausdrücke (1.) § 11 in die Gleichung (20.) § 8 ein, so er- 
hält man 

(10.) 8a(ll)Y^,^,,.,(fO = £{fißr60a^(^^^)^falr^^ßl(.^^)^Uß^^^^^ 

und diese Gleichung gilt auch, wenn die Indices nicht verschieden sind. All- 
gemeiner ist, wie ich beiläufig erwähnen will, 

4(ö(ii)a,^,aWvW''(«)+^W^«;9r^W^«^ra(«)) 

+a„^Aa(fi-€)a^A(tt+t?)+a«^;.2(««-«)öaa(w+r)). 
Aus jener Gleichung folgt 

und mithin nach (1.) § 9 

(12.) Sa(u)^r,,,,.,'faßrx(u) = £.faßrxfa'ß'rl0.x{^u). 

Nach Gleichung (2.) § 11 ist daher 

(13.) 2A„9y^„.^j.^. = £f^.;i.yi ^aßrXW = ^faßyl ^a'ß'r'l(M)» 



(11.) 
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Z. B. erhält man für aßy = aßy die Gleichung 

(14.) 2a^^(u)a^,(u)a,^(u) = Ilfaß^x t^^ßriCu) = ^a,ß^i(u)xp,ß^i(u), 

welche ein specieller Fall der Formel (4.) § 8 ist. 

Zu der Formel (13.) kann man auch auf folgendem Wege gelangen: 
Nach (20.) § 8, (1.) § 11 und (1.) ist der Coefficient von r in der Deter- 
minante vierten Grades 

\g(a,, ai)+re^i\ u. a = «, ^, >-. a) 

gleich iVv(«)(v(2tt))YaAr^^«>?r^ Mit Hülfe der Methode, die ich J. C. § 8 
benutzt habe, schliesst man daraus, dass allgemeiner 

ist. Wie nun dort die Formel (3.) erhalten wurde, findet man hier mit 
Httlfe der Gleichung (1.) die Formel (13.). Man kann aber auch die 
weiteren Entwicklungen jenes Paragraphen auf die vorliegende Untersuchung 
Übertragen, und findet, wie dort die Formeln (5.), hier die Gleichung 

(16.) -f^(öa, aO'fißrS = ifaßrSV(M)v(ß^)i 

in welcher c, ß, y, cT nicht verschieden zu sein brauchen, und, wie dort 
die Formel (6.), hier die Gleichung 

(17.) i(p(2u)j:W^ß^,V^.,,^,, = \9(a,, a,)+re,,,l. (Izl'ß'r)' 

Mit Httlfe der Formeln (6.) und (7.) § 11 und (15.) § 12 ergeben sich daraus 
die Relationen 

^^aßMX^r^al+^aß^rr^ = ^Xaß.yfij 
^ '^aßyl 'a'ß'r'f. ^ ^« 



(18.) 



§14. 

Neue Darstellungen für die Function ^(u). 

Zum Schluss will ich noch eine Darstellung der Function (p(u) ent- 
wickeln, welche von den bisher betrachteten gänzlich verschieden ist, und 
auf welche ich durch die. Bemerkungen des Herrn Schottky am Ende seiner 
Arbeit Zur Theorie der Ab eischen Functionen von vier Variabein (dieses 
Journal Bd. 102) geführt worden bin. Seien p^ und p2 zwei von der ver- 
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schwindenden Charakteristik p„ verscliiedene syzygetische Charakteristiken, 
und sei p^ = —PiPi- I^ann kann man eine ungerade Charakteristik a^^ so 
bestimmen, dass die vier Charakteristiken a,,;?;^ = a,,;^ sämmtlich ungerade sind, 
und drei gerade Charakteristiken a,, a^, «3 so, dass die zwölf Charakte- 
ristiken «„/?> = a,,i (a = 1, 2, 3) sämmtlich gerade sind. (Vgl. meine im 
Folgenden mit Gr. citirte Arbeit Ueber Gruppen von Thetacharakleristiken, 
dieses Journal Bd. 96, § 3). Von den vier Charakteristiken a,,, »i, o^? Ö3 
sind je drei azygetisch, und ihre Summe ist einer der Charakteristiken pi 
congruent. 

Schreibt man tllr f>^^^^^ kurz i^^^* so haben die beiden Producte S^^^O^^ 
und i^x2'^x3 ^^^ halbe Periode p, zur Periode und die Ausdrücke 

«^x..'^xl+K»x, P^)KPi^ Ps)^xi^^,z^ 

wo f = ±1 ist, ausserdem noch die halbe Periode ;?>, und zwar ändern sie 
sich bei Vermehrung von w um /;, oder p^ für alle Werthe von x in der 
gleichen Weise. Daher sind unter diesen vier Functionen höchstens zwei 
linear unabhängig (Gr. § 4). Ks besteht also eine Gleichung von der Foiin 

-5JC«(^^>.n(f/)^^.,(w)+K«., /^.)i'(;^m';>.0'V>('0«^3(w)) = 0. 

Die Verhältnisse der Constauten C„ bestimmt man, indem man n ~ a^a^i oder 
«laj setzt. So findet man die (auch aus Gr. § 6 (2.) leicht abzuleitende) 
Gleichung 

Z\{a,,, pX(a.. O)(.^..(0).^,,(0)+K««. Pi)^V^P3>^..(0).^3(0)) 

X(.^.n(«).^a(*/) + K««. PÖ^'(p^Pd^%.-^(f)»nz(u)) = 0. 

Da dieselbe für f = ±1 gilt, so folgt daraus 

Setzt man also 

(1.) r„ = ((cr,„ aj)/7n .9,^,(0) (« = i, '2, 3), 

SO ist 

und für II = 

(3.) r,+r,+ r3 = ü. 

Mithin verschwindet der Ausdruck 



?-(f'(i-s-)") 



Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabein. 97 

für n = 0, und da die Glieder der zweiten Dimension in seiner Entwicklung 
dieselben sind, wie in dem verschwindenden Ausdrucke (2.), so fängt die- 
selbe mit den Gliedern der vierten Dimension an. Dieser Ausdruck kann 
sich folglich von der Function (f(u) nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden, der, wie ich unten zeigen werde, gleich — rir^fj ist. Demnach ist 






setzt. 



Addirt man dazu die mit 2 multiplicirte Formel (2.) und die beiden 
analogen Formeln, so erhält man 

oder wenn man 

(5.) S.= fS*^« <"....« 

(6.) -;-^^ =£',r.S:. 

Diese Gleichung lässt sich auf mannigfache andere Formen bringen mit 
Hülfe eines Systems von Formeln, das ich jetzt ableiten will. Sind «, 
«1, ... a.^_j und by 6,, ... b.p^,,_^^ zwei adjungirte vollständige Systeme 

(Gr. § 5), so ist 

2^-^-2'(6flO'^/t#+Od./ii-r).^./ii'+t.>\(f/-i.') 
= {ab)S(abx)f^,.,{n+f^')»,,^^^^ 

Solche zwei Systeme bilden z. B. fllr p = 3, //. = 2 die vier Charakteristiken 
ö«o, ö«n öa2j ««3? wo of ein bestimmter der vier Indices 0, 1, 2, 3 ist, und 
die 16 Charakteristiken a^i (x, i = 0, 1, 2, 3), und mithin ist 

Ersetzt man u^ «?, w', t?' durch w +-.,-, t?+ -^ , ,^ , .> 7 so erhält man 

*< ^ mii mii 

22: (;;,) i^„, (0) .'/„, (,r) .\, (v-n) a„, (« + r + ir) 
Setzt man t? = u+pi und tc = pi^ so findet man 
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Auf der rechten Seite sind hier je vier Summanden einander gleich. Setzt 
man also 

(7.) Ä« = ((«,), flj)^^«a(y) («=0.1.2,3), 

so erhält man, falls a = ist, JSR^ = 0, und falls a = 1, 2, 3 ist, 

Sind «3 ß, Y verschieden, so ist ((»«, a^, «^)) = — 1, weil die drei Charak- 
teristiken a«, fl^, a^ azygetisch sind. Sind aher o.^ ß^ y nicht alle ver- 
schieden, so ist ((«„, aßy üy)) = +1. Demnach ergehen sich die Gleichungen 

In Verbindung mit den Formeln (3.) und (6.) folgt aus diesen Relationen 

^(p(u) = -r,r,(R,+R,y^r,r,(R,+R,y-r,r,(R,+R,y 

= rifii+r2ß2+^3ß3~2r2r3ß2Ä3--2r3ri/?3Äi— 2rir2/iiÄ2 

oder 



(8.) 



(9.) tV^/'C«) = iV(r'r,Ä,+ l'r,fi,+ lV,/?3). 
Dabei habe ich diejenigen Darstellnngen von S,, Si^, Sj benntzt, in denen 
/{,, nicht vorkommt. Ist a, ft, /= 1, 2, 3 nnd benntzt man die, in denen 
Ry nicht vorkommt, so erhält man 

(10.) -jVv(«) = iV(l^,^-l/r;Ä>I^r,Ä:). 
Ferner folgt aus den Gleichungen (8.) 

also 

(11.) \r,Sß(S„-TS^) = r.R^-r^R-r^Rß = -r,fi„+r,Ä^+r^R, 
und 

(12.) :Lr,^r^(S,-S^) = -r„ß„-r^/?,+ r,Ä^= r^fl„+r.ß,-r,Ä„. 

Nach (9.) ist aber 

-jL(/)(»0 = (r,.R..-r^R,-rßRgy-^r^risR^Rß 
und mithin 

(13.) 9>(«) = r:r^((S„+S,)-'-64^) 
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and ebenso 

(14.) y(«) = rlr',{S^-S,r-Ur,r,R,R,. 

Ersetzt man endlich in der identischen Gleichung 

(x—y—»)(ti—i—x){i—x-y)—%xyt = {x-\-y-]r^)N(}/x-^]!y-\-ii) 
X, tf, » durch r,/ij, rjfij, r^Rj oder durch r^fi,,, r„/J^, r^fl„, so erhält man 

= 4:<f(u)(r:R,+ r,R,+r,R,') = -<p(«)(rjS.+r^S.+r^S,) 



(16.) 



(15.) 

und 

r]rirl(S^+S,XS,-S,XSr-S:)-S'r,r,r,R,R^R, 

l = 4v(«)(r,/?.,+r<.ß»+r,/iJ = 9)(«)(r*,S,.-,^„S„-rf,S,,). 
Vergleicht man in der Formel 

(14.) K.) = ••>Jf(fei-|:S})'-6*'.r.«(»..(|>,.(|-)) 

die Glieder der vierten Dimension, so erhält man, falls man n durch x 

ersetzt 

CF(x) = (?'^-4r«r^r,/7(Jf„,), 

wo JITiu das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung 
von d-oxd^) ^'*t, Q eine Function zweiten Grades von x bedeutet, und C eine 
Constante ist, von der ich jetzt beweisen werde, dass sie gleich 1 ist. 
Diese Gleichung zeigt wieder, dass die Coefficienten der Anfangsglieder 
der 28 ungeraden Thetafunctionen die Coordinaten der Doppeltangenten 
einer Curve vierter Ordnung sind, und dass die Berührungspunkte von vier 
Doppeltangenten, von denen je drei syzygetisch sind, auf einem Kegel- 
schnitt liegen. Wählt man das in § 2 zu Grunde gelegte Fundamental- 
system so, dass p, = [45], p2 = [67], — pj = [4567] wird, so kann man 
a„=[*47], o» = [M701], a, = [M702] und «3 = [Ä4703] setzen. Nun ist 
nach Formel (21.) § 9 

oder 

|7/^N Di A Ö'46.^7ä^4 7^5« Y Y Y Y 

^ /4567 

wo Xi.^ das Anfangsglied von f^i,M^(u) ist. Ferner ist 

//46 ^75^47 ^56 _ /73/^ ^ ^ ^ \ 

-4/^ ■ — "lV^M)4()«*'()75a*^l>47«Mi5(i«y 

^ /4567 « 

und 

^a^ß^y\'^ ^ok) = («* CiU(i« ^(l75/z ^«»47« ^»»Wi«} ^k^it-^klh^kM ^k'jk\* 

a 



13 
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Bezeichnet man dies Product mit ^P, so ist demnach CF=Q^—P und 
F=R'^P und mithin (C-1)F= (G+Ä)(^-Ä). Da aber dieCurveF=0 
28 verschiedene Doppeltangenten hat, so kann sie nicht in zwei Kegel- 
schnitte zerfallen, und folglich muss C = 1 sein. 

In der Formel (13.) sind o^oi • • • 0^3, a^i, . . . a^ irgend acht gerade 
Charakteristiken, die ein syzygetisches (6'ö/?6feches) System bilden. Dem- 
nach ist 







WO die Charakteristiken der acht geraden Thetafunctionen &x(^) irgend eins 
der 135 syzygetischen Systeme bilden. Aus dieser Formel ergiebt sich 
der von Herrn Schott ky 1. c. bewiesene Satz, dass dieser Ausdruck von 
der Wahl des syzygetischen Systems unabhängig ist. 
In der Gleichung (9.) oder 

(18.) ^(p(2u) = N{^lTf:»a(ö)»^)+^'W^^ 

ist die Function (p(2u) durch dieselben zwölf geraden Thetafunctionen aus- 
gedrückt, aus deren Quadraten die Function y(w) in der Formel (4.) zu- 
sammengesetzt worden ist*). 



*) Im 104. Bande dieses .lournals Seite 4 bemerkt Herr Thom^ über einen Satz, 
den ich in einer Untersuchung über lineare Differentialgleichungen aufgestellt habe, er 
bedürfe einer Moditication. eventuell sein Beweis einer Ergänzung. Diesen Ausstellungen 
gegenüber halte ich Satz und Beweis vollständig aufrecht. Die Voraussetzungen des 
Satzes bedürfen keiner Erweiterung, sondern brauchen nur richtig benutzt und combinirt 
zu werden, und auch meine Darstellung des Beweises scheint mir, nachdem ich mich 
schon vorher auf die grundlegenden, zuerst im Programm der städtischen Gewerbeschule 
zu Berlin Ostern 1865 und später in diesem Journal erschienenen Arbeiten des Herrn 
Fuchs bezogen habe, hinreichend vollständig zu sein. Näher auf die Sache einzugehen 
habe ich um so weniger Veranlassung, als jener Satz bekanntlich in einer aus Rie- 
manns Nachlass in den gesammelten Werken 1876 veröffentlichten Arbeit über lineare 
Differentialgleichungen ausführlich behandelt worden ist. 
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Kein geometrische Untersuchungen über 
algebraische Minimalflächen. 

(Von Herrn Rudolf Sturm in Münster i. W.) 

Die Beschäftigung mit dem im vergangenen Jahre erschienenen 
ersten Bande von Herrn Darboux „Le^ons siir la th^orie g^n^rale des sur- 
faces'^ dessen drittes und umfangreichstes Buch den Minimalflächen gewidmet 
ist, hat mich veranlasst, den Versuch zu machen, einige wichtige Eigen- 
schaften *) inshesondere der algebraischen Minimalflächen durch rein geome- 
trische Ueberlegungen zu erhalten, bei denen ich Übrigens die Benutzung 
der einfachsten Vorstellungen der Coordinaten- Geometrie (vgl. Nr. 25, 27) 
nicht ansschliessen will. Meine Absicht ist vornehmlich, (in I) einen all- 
gemeinen Beweis der Ordnung und der Klasse zu liefern, genauer: wenn 
zwei (verschiedene oder identische) algebraische Curven /', 1\ vorliegen, zu 
ermitteln, wie viele Punkte des Orts der Mitten der Verbindungslinien der 
Punkte der einen und der andern Curve auf einer beliebigen Geraden liegen, 
wie viele Berilhrungsebenen dieser Fläche durch eine beliebige Gerade gehen, 
und zwar erstens für den allgemeinen Fall, dass die beiden Curven I\ F^ 
von einander unabhängig sind, und zweitens fiir den besonderen Fall, dass 
die Tangenten der einen Curve sowohl, wie der andern sänimtlich dem- 
selben unendlich fernen Kegelschnitte begegnen; denn jede Minimalftäche 
ist ein solcher Mittenort, wenn der unendlich ferne Kugelkrcis als der ge- 
nannte Kegelschnitt angenommen wird. 

In dem kürzeren Abschnitte II gebe ich tiir die Sätze der Herren 
Schwan und Henneberg, dass jede auf einer Minimaliiäche gelegene Gerade 
eine Symmetrie- Axe für dieselbe ist, dass der Normalschnitt jedes einer alge- 

•) Hinsichtlich des j^oometrischen Beweises der Minimums- Eigenschaft seihst sehe 
man den Aufsatz Steinern: „Ueher parallele Flächen'* (Berliner Monatsberichte 1840: (ie- 
»ammeite Werke WA. II S. 173). 
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braischen Miiiimalfläclie umgescliriebenen Cylinders die Evolute einer alge- 
braischen Curve sein muss, und verwandte Sätze rein geometrische Beweise. 
Es ist natürlich, dass ich in der Einleitung einige synthetische Be- 
trachtungen, die Herr Lie in dem ersten seiner beiden grossen Aufsätze 
über Minimalflächen *) oder Herr Darboux insbesondere im sechsten Kapitel 
des genannten Buchs gemacht hat, sei es unverändert, sei es in anderer 
Reihenfolge der Gedanken wiederhole, bezw. verallgemeinere. 

I. 

1. Die Grund- Eigenschaft der Minimalflächen wird durch die fol- 
genden mit einander identischen Sätze ausgesprochen: 

Fn jedem Pnnkle einer Minimalfläche ist die mittlere Krümmung oder 
die Stimme der beiden HanptkrQmmungshalbmesser Null oder die Dupinsche 
Indicatrix eine gleichseitige Hyperbel oder hat die Involution der conjugirten 
Tangenten ifcei rechtwinklige reelle Doppelstrahlen oder sind die beiden den 
unendlich fernen Kugelkreis treffenden Tangefiten conjugirte Tangenten. 

2. Wir nehmen in der unendlich fernen Ebene ® einen beliebigen, 
aber festen Kegelschnitt Jl' an, construiren in jeder Tangentialebene einer ge- 
gebenen Fläche (FJ die beiden Tangenten, die ihn treffen. Wir setzen voraus, 
dass (F) die Beschaffenheit habe, dass in jedem ihrer Punkte diese beiden 
Tangenten conjngirl sind. Von jedem Punkte der Fläche in der Richtung 
dieser Tangenten fortschreitend, gelangen wir so zu zwei conjugirten Curven- 
systemen auf der Fläche. 

Wenn P, P' die Schnitte einer Curve y des einen Systems mit zwei 
unendlich nahen /i, y'i des andern sind, so muss, nach der Definition con- 
jugirter Tangenten, die BerUhrungsebene von P' an (F) diejenige von P in 
der Tangente von P an y^ schneiden ; der eine der beiden Schnittpunkte mit 
S hat sich also von dieser zu jener Fibene nicht geändert, die Tangenten 
in P, P' an y,, y[ gehen nach demselben Punkte von ß, sind parallel. 

Die längs einer Curve des einen oder andern Systems der Fläche (F) 
umgeschriebene abwickelbare Fläche ist ein Cylinder, dessen Spitze sich auf 
Ä befindet. 

Das Flächenelement zwischen zwei unendlich nahen Curven des 
einen Systems und zwei eben solchen des andern ist ein Parallelogramm; 
demnach sind die Bogen auf allen Curven des einen Systems zwischen zwei 

*) Math. Annalon IM. 14. If). 
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Gorven des andern von gleicher Länge. Folglich besteht jedes der beiden 
Systeme ans congmenten und parallelen Curven, die durch Verschiehong längs 
einer Curve des andern Systems aus einander hervorgehen. 

y, Yx seien die durch einen beliehigen Punkt P der Fläche gehen- 
den Curven der beiden Systeme, y", y\' irgend zwei andere feste Curven 
derselben mit dem Schnitte 0; Q, Qi seien die Schnitte y^^i, yiy oder die 
Punkte-, die auf y\ y'/ dem Punkte P entsprechen, insofern er zu y oder 
yi gerechnet wird. Wir verlängern OQ, OQ^ um sich selbst bis R, Äj so 
ist, wie man leicht erkennt, P die Mitte von RRi. Bewegt sich P über 
die Fläche, so erzeugen die Punkte ß, R^ die beiden Curven F, /',, welche, 
in Bezug auf als Centrum, homothetisch sind zu y", yi' im Verhältniss 2. 

Unsere Fläche ist also Ort der Mitten der Sehnen (Verbindungslinien) 
zwischen einem Punkte der einen und einem Punkte der andern dieser bei- 
den Curven /', 7^1. 

Wenn wir die Fläche oder y", yi die beiden Curvensysteme durch- 
laufen lassen, so ergeben sich schon oc^ Curvenpaare, aus denen (F) als Ort 
der Sehnenmitten abgeleitet werden kann. Nimmt man jedoch mit F, V^ 
zwei Translationen von gleicher Grösse und Richtung, aber entgegen- 
gesetztem Sinne vor, so ändert sich der Ort der Sehnenmitten nicht; denn 
gelangen dadurch R, Ri nach S, S^, so erkennt man leicht, dass die Mitte 
von SSi mit der von RRi identisch ist. 

Es giebt daher oo^ Curvenpaare 1\ /\, aus denen (F) als Ort der 
Sehnenmitten sich ergiebt, und jede zwei solche Paare können durch zwei 
Translationen der genannten Art aus einander abgeleitet werden. Dass die 
Tangenten den Kegelschnitt Ä treffen, geht von den y, y^ über zu den 1\ F^ 
und den durch Translation aus diesen sich ergebenden Curven. 

3. Lassen wir aber zunächst diese Eigenschaft fallen und nehmen zwei 
beliebige Curven F, l\ an. (M) sei der Ort der Mitten der Sehnen zwischen 
ihnen. Wir sehen unmittelbar, dass derselbe von zwei Curvensystemen über- 
zogen ist: die einen y sind zur Curve F homothetisch im Verhältniss .^ in 
Bezug auf die verschiedenen Punkte von /\ als Centra der Homothetie, die 
anderen hingegen zur Curve /\ in Bezug auf die Punkte von F. Durch jeden 
Punkt Jlf von (Jd) gehen die beiden Curven y, yi, welche zu den Endpunkten 
P, Pi der in ihm gehälfteten Sehne als Centren gehören. Die Tangenten 
der Curven des einen Systems, z. B. der y, in den Punkten, in denen sie eine 
und dieselbe Curve y^ des andern treffen, sind alle der Tangente an F in 
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demjenigen Punkte parallel, zu dem als Homothetie-Centrum y^ gehört, also 
auch unter einander: folglich ist der von ihnen gebildete Cylinder die der 
Fläche (M) längs der Curve y^ umgeschriebene abwickelbare Fläche; 
woraus dann wieder folgt, dass die Tangenten an die beiden in einem Punkte 
M von (M) sich schneidenden Curven y und y^ conjugirle Tangenten sind und 
die Curven also zwei conjugirte Systeme bilden. Die beiden genannten 
Tangenten m, m^ sind parallel den Tangenten p, p^ an /', I\ in den End- 
punkten P, Pi der Sehne, deren Mitte M ist. Sind demnach insbesondere 
diese beiden Endpunkts- Tangenten p, pi parallel, so fallen unsere beiden 
Tangenten m, m^ im Punkte M zusammen, und wir erhalten eine Haupt- 
oder Inflexionstangente der Fläche (M). 

im Allgemeinen bestimmen diese beiden Tangenten m, m, die Be- 
rührungsebene // des Punktes M an (^f). Wir erhalten demnach folgen- 
den Satz: 

Ist M die Mitte der Sehne PPx zwischen den beiden Curven 1\ l\, so 
conslruire man durch die beiden Tangenten p, p^ in den Endpunkten P, P, die 
Parallelebenen tt^ 77,, • ihre Mittelebene ist die Berührungsebene fi im Punkte M 
an die Ortsßäche (MJ der Mitten aller Sehnen zwischen beiden Curten, Die 
Fläche (31) wird also von den Ebenen eingehüllt , die parallel zu zwei be- 
liebigen Tangenten von V und I\ je in der Mitte zwischen ihnen liegen. 

Sind die beiden Tangenten p, p^ parallel, so führt unsere Oon- 
struction zu cc^ Ebenen, allen Ebenen des Büschels um die Mittelparallele 
zwischen p, px\ die Tangentialebene braucht aber damit nicht unbestimmt 
zu werden, da die Unbestimmtheit der Construction nur darauf beruht, dass 
die zur Bestimmung der Berührungsebene gewählten Tangenten ungeeignet 
geworden sind. Wir kommen auf die genauere Bestimmung dieser Ebene 
noch zurück. 

4. Suchen wir die Ordnung und die Klasse der Fläche (M) zu be- 
stimmen^ im Falle die gegebenen Curven 1\ 1\ algebraisch sind. Es seien 
n, r Ordnung und Rang bei der ersteren Curve und itj , r, bei der zweiten *). 

Wenn g eine beliebige Gerade ist, so möge mit (/*, g) der Cylinder 

*) Den Satz, da^s bei einer algebraischen Fläche (/W) die beiden Curven T, jT, al- 
gebraisch sein müssen, beweist Herr Darboux (S. 345) durch eine sehr einfache geometri- 
sche Betraclitung. Er nimmt eine Translation vor, durch die eine Curve y in eine 
andere y' übergeführt wird; letztere ist dann ein Theil des Schnittes der Fläche in ihren 
beidon Jiagcii. also alj^obraisi'h, mithin auch die zu ihr homothetische Curve F; vgl. 
auch Lie a. a. 0. S. 34;'). 
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uter Ordnung rter Klasse bezeichnet werden, welcher F in der Richtung 
von g projicirt oder durch die Curven entsteht, die aus r durch Trans- 
lationen von der Richtung von g sich ergeben. Dieser Cylinder enthält 
aber auch die Spiegelbilder dieser Curven, genommen in Bezug auf irgend 
eine zu g senkrechte Ebene. 

Mit [/', g] hingegen soll der zu diesem Cylinder in Bezug auf g 
symmetrische Cylinder bezeichnet werden. Er enthält nicht bloss die symme- 
trischen Curven zu den beiden eben geschilderten Curvenschaaren, genom- 
men in Bezug auf g; sondern auch die Curven, welche zu einer Curve 
einer dieser Schaaren, z. B. zu /', symmetrisch sind in Bezug auf die einzel- 
nen Punkte von g; doch führt dies zu keinen neuen Curven; denn man 
erkennt leicht, dass die Curve, welche zu /' in Bezug auf den Punkt G 
von g symmetrisch ist, sich ergiebt, indem man zunächst von F das Spiegel- 
bild in Bezug auf die in G auf g senkrechte Ebene nimmt und zu diesem 
dann die in Bezug auf g symmetrische Curve herstellt. 

Gerade aber als Ort der in Bezug auf die verschiedenen Punkte eon 
g zu F symmetrischen Curven ist uns der jetzige Cylinder [F^ g] wichtig, 
dessen Ordnung und Klasse gleichfalls w, r sind, sodann aber noch wegen 
folgender Eigenschaft: 

Er wird von denjenigen Parallelebenen zu Tangentialebenen der Curte 
F eingehüllt^ bei denen die Mittelebene zwischen zwei solchen Parallelebenen 
durch g geht. 

Jene Eigenschaft von [F,g'] führt zur Ordnung, diese zur Klasse von(iV). 

5. Um die Ordnung zu erhalten, wollen wir wissen, wie oft die 
Mitte einer Sehne zwischen /', i\ auf g fällt, oder wie viele Symmetrie- 
curven von /', genommen in Bezug auf Punkte von g, die Curve /\ treffen; 
d. h. wie oft diese dem Cylinder [/!, g] begegnet. 

Bei beliebiger Lage der beiden Curven /', 7\ geschieht es m nn^ 
Punkten; haben sie aber w unendlich ferne Punkte gemein, in nn^—w Punk- 
ten; denn dass die unendlich fernen gemeinsamen Punkte von [F^g'] und 
/\ für unsern Zweck nicht geeignet sind, erkennt man leicht. 

Die unendlich fernen Sehnen — nn^ im allgemeinen Falle — ge- 
hören ganz zur Fläche, da auf ihnen die Mitte unbestimmt wird. *) 

Die unendlich fernen Punkte U, U, von /', /*, sind auf der Fläche 



*) Geiser, Math. Ann. Bd. 3 S. 530. 
Journal für Mathematik H.i. TV. Heft 2. 14 
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(M) »1-, bezw. it-fach; denn lassen wir g durch einen U gehen, so sinken 
{r^g) und [/', ^] zur (» — l)ten Ordnung und g hat im Endlichen nur 
(«~l)«i Schnitte mit (if). Der Anschmiegungskegel Hiter Ordnung ergiebt 
sich folgendermassen : Man projicire aus U die Curve 1\ und ziehe zwischen 
jeder Kante des projicirenden Cylinders und der Asymptote ti in U an i^ 
die Mittelparallele. Denn wenn wir g eine dieser Linien sein lassen, so 
fällt die der Asymptote u entsprechende Kante des Cylinders [r,^] (n— l)ter 
Ordnung auf eine Kante des Cylinders (U, /\), also auch einer der (n— l)iii 
Schnitte von 1\ mit [l\g'\\ der andere Endpunkt der zugehörigen auf g 
halbirten Sehne muss der im Allgemeinen vom unendlich fernen Scheitel 
verschiedene, hier aber auch mit ihm sich vereinigende zweite Schnitt 
der Kante u des Cylinders [l\g^ sein; die Mitte wird also auch unend- 
lich fern. 

6. Es sei nun M die Mitte einer Sehne PPi, deren Endpunktstangenten 
p^ Pi parallel sind; solcher Punkte haben wir nur eine endliche Zahl, so 
lange die unendlich fernen Curven der Tangenten -Developpablen von F 
und I\ keinen gemeinsamen Theil besitzen. 

Wir führen unsere Gerade g durch M; dann sind Pi und pi symmetrisch 
zu P, p in Bezug auf M, also sind sie Punkt und Tangente des Cylinders 
[I\g]^ der in Folge dessen von F^ in F, berührt wird. Daraus folgt, dass 
unser Punkt M ein Doppelpunkt der Fläche (M) ist. P' sei der Nachbar- 
punkt von P auf r, P[ der zu ihm in Bezug auf M symmetrische Nach- 
barpunkt von Pi auf I\ , und p\ p[ seien ihre beiden Tangenten. In einem 
Strahlenbüschel mit dem Scheitel M giebt es nur einen Strahl, der parallel ist 
zu den beiden durch p, p[ gelegten Parallelebenen. Für diesen Strahl als 
g wird [F, g] von /\ in P^ osculirt werden, mithin er selbst in M drei ver- 
einigte Schnitte mit der Fläche (^f) haben. Demnach ist unser Punkt M ein 
uniplanarer Punkt der Fläche (M). Seine Berührungsebene ,a ergiebt sich 
folgendermassen: Wenn P, P^ die beiden Punkte auf /', /\ mit parallelen 
Tangenten sind, M die Mitte ihrer Verbindungssehne und P', P[ ferner die 
ebenfalls in Bezug auf M symmetrischen Nachbarpunkte, dann fasse man 
zwei Punkte der beiden Curven ins Auge, die auf denselben Seiten von P, 
bezw. Pi liegen, wie P', bezw. PI, und gleiche (geradlinige oder Bogen-) 
Entfernung von P, bezw. P^ haben, construire die Mittelebene zu den durch 
ihre Tangenten geführten Parallelebenen, bewege die Punkte auf P, Pi zu, 
immer die Gleichheit der Entfernung festhaltend; die Lage, welche die 
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Mittelebene erhält, wenn die Punkte durch P und P, hindurchgehen, ist die 
gewünschte Berührungsebene /li. 

7. Es sei nun g wieder eine beliebige Gerade; so erinnern wir uns 
nun der zweiten Eigenschaft des Cylinders [r,g]' Die rri gemeinsamen 
Tangentialebenen, welche er mit dem Cylinder (r^^g) hat, beweisen, dass 
rri Mittelebenen zwischen den Parallelebenen durch eine Tangente von T 
und eine Tangente von /", durch g gehen, d. h. dass die Fläche (M) von 
der Klasse rr^ ist. 

Fassen wir nun die Hauptergebnisse in einen Satz zusammen: 

Wenn eine Curve F ton der Ordnung n und dem Range r und eine 
andere I\ von der Ordnung w, und dem Range ri gegeben sind, so ist der Ort 
der Mitten der Sehnen zwischen Punkten der einen und der andern Curve von 
der Ordnung nni und der Klasse rri. Die unendlich fernen Punkte der erster en 
Curve sind ni-- fache, die der andern n- fache (conische) Punkte der Fläche; 
die 11 Hl Verbindungslinien jener mit diesen bilden den vollständigen Schnitt mit 
der unendlich fernen Ebene. Bei rr^ Sehnen haben die Endpunkte parallele 
Tangenten; die Mitten dieser Sehnen sind uniplanare Doppelpunkte der Fläche. 

8. Für die Theorie der sogenannten doppelten Minimalflächen ist 
es nothwendig, noch den besonderen Fall zweier identischen Curven /', F^ 
zu betrachten, also den Ort der Mitten der Sehnen einer einzigen Curve zu 
untei*suchen. 

Der Cylinder [F,g'\ geht durch die unendlich fernen Punkte von F 
und begegnet ihr demnach noch in n^n — V) endlichen Punkten, welche offenbar 
^n^n—V) Paare bilden, deren Mitten auf g liegen. Die Ordnung des Orts 
ist mithin -J^«(ii— 1). *) Die ^w(fi — 1) Sehnen der Curve F in ® bilden den 
unendlich fernen Schnitt der Fläche. Wenn g durch einen der unendlich 
fernen Punkte U von /'geht, so wird, wie oben, der Cylinder [/', ^] (w— l)ter 
Ordnung und hat mit /' die (fi — l)-fache Spitze und n—l weitere Punkte 
im Unendlichen gemein; die Gerade^ schneidet also in \(n—\)(n—2) end- 
lichen Punkten die Fläche, und U ist demnach (« — l)-fach auf ihr. Der 
Anschmiegungscylinder ergiebt sich ähnlieh wie oben: Wir ziehen zwischen 
der Asymptote u und jeder Kante des Cylinders (U, /') die Mittelparallele. 



•) Dies weicht nur scheinbar von der Angabe des Herrn Darboux S. 369 oben ab 
und ist allgemeiner, als was in der Dissertation von Schilling (die Minimalflächen fünfter 
Klasse, Göttingen 1880) S. 24 gesagt wird. 

14* 
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Dieser Cylinder geht durch u und hat die Schmiegungsebene von U zur 
zugehörigen Berührungsebene. 

Die Tangente u muss als Sehne, deren beide Endpunkte im Unend- 
lichen liegen, einen unbestimmten Mittelpunkt haben, also ganz der Fläche 
angehören, sie enthält ausserdem noch |(i«— l)(it— 2)— 1 Mitten von Sehnen 
mit endlichen Endpunkten. 

Bei dieser Fläche bilden die Curven y, y^ nicht zwei getrennte, 
sondern nur ein System, von dem jedoch durch jeden Punkt der Fläche 
zwei Curven gehen. Lassen wir die Sehnen in Tangenten von F tiber- 
gehen, so erkennen wir erstens, dass die Curve /' auf der Fläche liegt, 
und zweitens, dass sie eine Haupttangentencurve ist; denn die drei Punkte 
— Endpunkte und Mitte — die (ausser andern Punkten) eine beliebige 
Sehne mit der Fläche gemein hat, sind hier in einen zusammengerückt. 
Berührungsebene ist in jedem Punkte der Curve F die Schmiegungsebene. 
Die Curve /' wird in jedem ihrer Punkte von deijenigen Curve y berührt, 
für die der Punkt das Centrum der Homothetie ist. 

Um die Klasse der jetzigen Fläche zu gewinnen, haben wir wiederum 
für eine beliebig gelegene Gerade g die gemeinsamen Berührungsebenen 
der beiden Cylinder [F, g] und (I\ g) zu betrachten; da diese Cylinder 
symmetrisch in Bezug auf g sind, so tangiren die r Berührungsebenen aus 
g an den einen auch den andern. Diese Ebenen berühren aber die beiden 
Cylinder in zwei symmetrischen Kanten und führen nicht zu durch g gehen- 
den Mittelebenen zwischen parallelen Tangentialebenen der Curve in ver- 
schiedenen Punkten; wohl aber gilt dies für die r(r— 1) übrigen gemein- 
samen Tangentialebenen der beiden Cylinder, und diese bilden ^r(r— 1) 
Paare in Bezug auf g symmetrischer Tangentialebenen von F; demnach ist 
^r(r— 1) die Klasse unserer Fläche. 

Die Fläche der Mitten der Sehnen einer Curve F von der Ordnung n 
und dem Range r ist ton der Ordnung ^n(n~-l) und der Klasse ■^r(r— 1); 
sie hat die unendlich fernen Funkte der Curve F zu (n—Y)- fachen (coni- 
sehen) Punkten, enthält die \n(ti — V) Verbindungslinien dieser Punkte, so wie 
die n Asymptoten von F vollständig und die Curve F als Hauptlangenlenctirve. 
Endlich führt jedes Paar paralleler Tangenten von F — deren Zahl gleich 
der Ordnung der Doppelcurve auf der Tangenten-Devel^ppable (F) ist — 
zu einem uniplanaren Knotenpunkte. 

9. Die der kubischen Raumcurve entsprechende Fläche dritter Ord- 
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nong sechster Klasse ergiebt sicli aus der von mir am Schlüsse meines 
Aufsatzes über das Flächennetz zweiter Ordnung *) behandelten Fläche — 
der Polfläche einer beliebigen Ebene ® in Bezug auf alle Flächen zweiter 
Ordnung, die durch eine kubische Raumcurve gehen — , wenn die Ebene ® 
sich ins Unendliche entfernt. Nur die Eigenschaft, dass die Curve Haupt- 
tangentencurve der Fläche ist, habe ich damals noch nicht bemerkt. Uni- 
planare Punkte bietet dieser Fall nicht, weil die kubische Raumcurve keine 
parallelen Tangenten besitzt. 

Ich schliesse hier gleich einen wegen der folgenden Betrachtungen 
interessanten Specialfall an, nämlich den der kubischen Parabel, weil deren 
Tangentenfläche von der unendlich fernen Ebene in einem Kegelschnitte ge- 
schnitten wird. 

Wir haben zu jedem Schmiegungsstrahle einer kubischen Raumcurve, 
d. h. zu einem Strahle, gezogen durch einen Punkt der Curve in der 
zugehörigen Schmiegungsebene, einen associirten Schmiegungsstrahl **); wir 
ziehen die einzige Tangente der Curve, die den ersten Schmiegungsstrahl 
triflft, und durch ihren Berührungspunkt den Schmiegungsstrahl, welcher die 
Tangente von triflft; dies ist der associirte. Conjugirt in Bezug auf eine 
kubische Raumcurve heissen bekanntlich zwei Punkte auf einer Sehne der- 
selben, die zu deren Endpunkten harmonisch sind. 

Nun hat Herr Cremona bewiesen, dass die conjugirten Punkte zu 
den Punkten eines Schmiegungsstrahles auf dem associirten liegen. 

Demnach ist der Ort der Sehnenmitten einer kubischen Parabel eine 
Regelfläche dritten Grades, erzeugt durch die Schmiegungsstrahlen, welche die 
unendlich ferne Tangente der Curve schneiden. Da die Nachbartangente zu 
den Erzeugenden gehört, so ist diese Fläche eine Gay ley sehe Regel fläche 
dritten Grades ***). Die Reduction der Klasse auf 3 werden die folgenden 
Erörterungen näher erklären. 

10. Wir wenden uns jetzt zu dem besondern Fall, dass sämmtliche 
Tangenten der einen und der andern Curce r und I\ den Kegelschnitt Ä in 
der unendlich fernen Ebene @ treffen , so dass derselbe auf den Tangenten- 
flachen (/*), (/',) der beiden Curven liegt; der Grad seiner Vielfachheit auf 
denselben sei m, bezw. m^. 

*) Dieses Journal Bd. 70 S. 212. 
**) Cremona, dieses Journal Bd. 58 8. 138. 
*♦*) Vergl. Lie, Math. Ann. Bd. 14 S. 358 Anni. 
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Einen Einßuss auf die Ordnung der Fläche (M) hat diese Speciatisirung 
im Allgemeinen nickt ^ tcohl aber erleidet die Klasse durch sie eine Emiedri-- 
gung und zwar aas zweierlei Gründen. 

Da angenommen wird, dass alle Tangenten von /' die Curve ft 
treffen, so kann der Restsehnitt der Ebene @ mit (/") nur aus Tangenten 
der Curve bestehen, der Zahl nach r— 2fw. Dieselben können aber auch 
zu zweien, dreien, . . . unendlich nahe an einander liegen. Durch eine ein- 
zelne wird @ dann einfache Berlihrungsebene; liegen zwei unendlich nahe, 
dann wird @ Schmiegungsebene ; liegen t- 1 unendlich nahe an einander. 
80 wird sie i-punktig berührende Ebene der Curve /'. 

Sie sei an «2 Stellen einfache Tangentialebene von 1\ an a^ Stellen 
Schmiegungsebene, ... an a^ Stelleu t-punktig berührende Ebene; so dass 

«2+2cf3H 1-(«— !)«,+••• = -2'(f — 1)«^ = r— 2m. 

Sie wird dann, wenn g wiederum eine beliebige Gerade ist, für den Cy- 
linder (I\g) sowohl wie für den zu ihm nach g symmetrischen Cylinder 
[l\g] armB\ einfache Berührungsebene, a^-mal Wendeberührungsebene, ... 
afinsA f-kantig berührende Tangentialebene. 

Eine t-kantig berührende Tangentialebene eines Kegels ist aber eine 
(«— l)-fache Berührungsebene desselben; daher ist die Vielfachheit der Ebene @ 
als Berührungsebene der beiden Cylinder (i^, g') und [I\g] gleich -2*(f—l)a, 
oder r--2m, und ebenso ist @ (ri— 2mi)-fache Tangentialebene für die bei- 
den Cylinder (/\, g') und [I^g]. 

Demnach stellt sie (r—2/ii)(ri— 2mi) gemeinsame Berührungsebenen 
der Cylinder [/',i7] und (/\^g) dar, welche von den in Nr. 7 erhaltenen rr^ 
abzuziehen sind, 

11. Hierzu kommen aber noch weitere abzuziehende in Folge des 
Umstandes, dass es im vorliegenden Falle nicht bloss eine endliche Zahl 
von Seimen zwischen /*, I\ giebt mit parallelen Endpunkts -Tangenten, 
sondern x.\ Denn jede Tangente der Curve r z. B. ist zu nii Tangenten von 
I\ parallel, mit denen sie sich in dem nämlichen Punkte von ^ trifft. 
Jedes solche Paar paralleler Tangenten von /' und 1\ führt aber zu oc^ 
Mittelebenen zwischen parallelen Ebenen durch sie; die oo^ Mittelebenen, 
welche sich auf diese Weise ergeben, umhüllen eine Fläche (^), und eine 
endliche Zahl von ihnen geht durch g. Diese Zahl, die Klasse von (0), 
haben wir zu ermitteln und ersichtlich auch abzuziehen, da unter den je 
oo* Mittelebenen, welche jedes Paar paralleler Tangenten liefert, nur 
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eine die Berührungsebene in der Mitte der Sehne ist also die durch g gehen- 
den Mittelebenen im Allgemeinen nicht BerUhruugsebenen sind. Alle paralle- 
len Tangentialebenen durch parallele Tangenten von /' und /\, deren Mittel- 
ebenen durch g gehen, berühren die Cylinder {l\g) und (T^^g) bezüglich. 
Es sei / eine beliebige die g schneidende Gerade. Wir stellen auf ihr eine 
Correspondenz her, in der sich entsprechen die Spuren zweier Tangential- 
ebenen der beiden Cylinder, die durch parallele Tangenten von /' und /\ 
gehen und dann, wegen ihres Parallelismus mit g, auch zu einander parallel 
sind. Durch jeden Punkt X von / gehen r Tangentialebenen von (f^g)-^ 
die Tangente an F in jeder hat nii parallele Tangenten von Z^; die Spuren 
der durch diese gehenden Berührungsebenen von (/'i, ^) auf / geben die 
nwi Punkte JITi, die dem X entsprechen; jedem Xi entsprechen ebenso r^m 
Punkte X. Wir erhalten also eine Correspondenz (rm^^r^m) zwischen X 
und JITi und ersichtlich eine ebensolche zwischen den Punkten X' und Xi, 
wenn X' je symmetrisch zu X in Bezug auf den Punkt gl ist. Zu dieser 
Correspondenz gelangt man direct, wenn man die Cylinder [I\g] und (r^^g) 
benatzt, statt (T\g) und {l\yg). 

Man verbinde die unendlich fernen Punkte ®, 2 von g und /,- jeder 
der beiden Schnitte dieser Linie mit ^ giebt uns mm^ Paare paralleler 
Tangenten der beiden Curven und ebenso viele durch die genannte Gerade 
gehende Paare von Tangentialebenen von (l\g) und (I\^g)^ welche jene 
enthalten; alle haben den unendlich fernen Punkt von / zur Spur, und da 
derselbe zu sich selbst symmetrisch ist nach gl, so haben wir damit 2mmi in 
ihm vereinigte Coincidenzen der Correspondenz (AT', X^). Die rmi+riW--2miii, 
tibrigen Coincidenzen liefern uns ebenso viele Paare correspondirender Punkte 
X, Xij für welche der Punkt gl Mitte ist. Also geht die Mittelebene zwischen 
den zugehörigen Tangentialebenen von /'und I\. die durch parallele Tan- 
genten gehen und zu g parallel sind, durch gl und mithin durch g. Dem- 
nach ist die Klasse der Fläche (0) gleich rwi+rim — 2mwi; was wir noch 
durch folgende Ueberlegung bestätigen wollen. 

Die unendlich ferne Ebene (£ geht durch r— 2m Taugenten von F; 
paaren wir sie mit einer Ebene durch eine der fiii(r— 2iw) zu diesen paral-^ 
lelen Tangenten von Tj, so wird sie selbst Mittelebene; demnach ist ® eine 
Bertthrungsebene von (0) vom Grade der Vielfachheit: mj(r-2iii)+r/i(ri— 2m,); 
durch eine beliebige unendlich ferne Gerade (z. B. die obige Gerade ®2) 
gehen, wie wir eben fanden, 2wf»i Paare von Ebenen, welche parallele 
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Taugenten von I\ I\ enthalten, also auch deren Mittelebenen; die Summe 
dieser beiden Zahlen ist, wie nothwendig, gleich der Klasse von (*?). 

12. Ziehen wir nun den Grad der Vielfachheit (r--2iii)(r|--2TO,) der 
Ebene 6 als gemeinsamer Berlihrungsebene der beiden Cylinder [F, g]^ (I\^ g) 
und die eben erhaltene Klasse rm^'\'r^m—2fnm^ der Fläche (*?) von der 
Klasse rr^ ab, welche die Fläche {M) im allgemeinen Falle hat, so er- 
halten wir als Klasse für den jetzigen Fall 

rmi+r,w— 2m»ii = m(ri--fii,)4-Wi(r— m), 

was, nebenbei bemerkt, der Klasse von (0) gleich ist. Also: 

Wenn die Tangentenßächen zweier Curven vom Range r, bez^w, Vi 
beide durch denselben in der unendlich fernen Ebene gelegenen Kegelschnitt 
gehen, so dass alle Tangenten beider Curven ihn treffen und er auf der ersten 
Fläche m-, auf der andern nii-fach ist; so ist die Klasse des Orts der Mitten 
der Sehnen zwischen beiden Curven 

wie Herr Lie durch Betrachtung des Tangentialkegels von einem Punkte 
des genannten Kegelschnitts an die Fläche gefunden hat. Wenn auch 
Herrn Lies Beweis *) kürzer ist, so ist mein Beweis allgemeiner und zeigt, 
meine ich, den Innern Grund des Resultats. 

13. Dieselbe Zahl giebt auch die Klasse der Fläche, welche von 
den Ebenen der EbenenbUschel um die Mittelparallelen zwischen den paral- 
lelen Tangenten der beiden Curven eingehllUt wird, oder besser die Anzahl 
der Mittelparallelen, die von einer Geraden getroffen werden, also den Grad 
der Regelfläche dieser Mittelparallelen zwischen parallelen Tangenten der bei- 
den Curven. Die Mitten der Sehnen mit parallelen Endpunkts-Tangenten bil- 
den auf der Fläche (M) eine Curve mit lauter uniplanaren Punkten, also 
eine Cuspidalcurve, 

Die zu zwei Punkten P, P^ von /', J\ mit parallelen Tangenten p, pi 
gehörigen Schmiegungsebenen n, n^ sind in diesem Falle, weil sie beide 
durch dieselbe Tangente von St gehen, ebenfalls parallel. Also zeigt die 
Grenzbetrachtung von Nr. 6, dass die Ebene //, welche in dem Punkte der 
Cuspidalcurve, der die Mitte der Verbindungssehne ist, die Fläche (M) berührt, 
die Mittelebene zwischen den beiden Schmiegungsebenen der Endpunkte der 
Sehne ist. 

*) Math. Annalen M. 14 S, 351 ; Darbonr, Nr. 233. 
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Sind P\ P[ die beiden Nachbarpunkte von P , P^ mit ebenfalls 
parallelen Tangenten p\ pl, so filUt die Mitte M' von P'PJ, also der Nach- 
barpankt von M auf der Cuspidalcnrve, auf die Mittelparallele m zwischen 
p^ Pi. Folglich ist der Ort der Mittelparallelen zwischen parallelen Tangenten 
der beiden Cureen die Tangentenfläche der CuspidcUcuree. Der Rang dieser 
Curve ist demzufolge mri+Wir-2wwi, und die Ebenenfläche (0) ist keine 
eigentliche Fläche, sondern der Inbegriff der Ebenen durch die Tangenten 
der Cuspidalcurve. 

Die Tangente m' in M' an die Cuspidalcurve ist wiederum parallel 
zu py p'i, also zu 71 y Tfi und fällt deshalb in die Berührungsebene /i von M 
hinein, welc.he dadurch Schmiegungsebene der Cuspidalcurve wird. Die 
Cnspidalcurre trifft mit allen ihren Tangenten den Kegelschnitt Ä und berührt 
ihn mit ihren Schmiegvngsebenen. 

Zu den Curven y, y^ (Nr. 3) gehört die Cuspidalcurve jedoch nicht; 
sie ist gemeinsame Enveloppe des einen und des andern Systems, denn in 
ihrem Punkte M tangirt sie ersichtlich die beiden Curven y, p^,, die zu I\ 
T\ homothetisch sind, in Bezug auf die Endpunkte P„ P der in M halbirten 
Sehne als Centra. 

Zwischen den beiden Curven /' und I\ besteht hinsichtlich ihrer 
Punkte mit parallelen Tangenten eine Correspondenz (w, w,); da im All- 
gemeinen keine entsprechenden Punkte zusammenfallen, so folgt daraus, 
dass die Sehnen mit parallelen Endpunktstangenten eine Kegelfläche vom 
Grade nmi + n^m erzeugen. 

14. Wir wenden uns zur Ermittelung der Klasse der Fläche der 
Sehnenmitten einer einzigen Curve /', auf deren Tangentenfläche der von 
allen Tangenten getroffene unendlich ferne Kegelschnitt ^ m-fach liegt. 
Das sonstige Verhalten dieser Tangentenfläche zur Ebene @ sei wie oben 
in Nr. 10; so dass diese Ebene die beiden Cylinder (I\g) und [l\g] «j-mal 
einfach berührt, «j-mal osculirt, ».-mal t-kantig tangirt und zwar je längs 
der nämlichen Kanten; denn unendlich ferne Elemente werden ja durch die 
Symmetrisimng nicht geändert. Dieser Umstand kommt erst jetzt zur Ver- 
irerthung, wo es sich um die gemeinsamen BerUhrungsebenen dieser beiden 
Cylinder handelt. Zunächst repräsentirt , ähnlich wie oben, die Ebene (& 
eine (r— 2m)-fache Tangentialebene beider Cylinder, also (r—2my gemeinsame 
Bertthrungsebenen derselben. Haben ferner zwei Kegel mit der nämlichen 
Ebene in denselben t — 1 Kanten i— 1 Berührungen, so kommen zu der Zahl 
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von gemeinsamen BerUhrungsebenen, welche die Ebene schon als (i— l)-fache 
Bertihrungsebene beider vertritt, wegen der Berührung in denselben Kanten 
noch 1—1 weitere durch sie vertretene hinzu; dies bleibt bestehen, wenn die 
t — 1 Bertthrungskanteu zusammenrücken, so dass eine i-kantige Bertthrnng 
entsteht Danach vertritt @ insgesammt 

(r-2m)'+-2-(t-l)«, = (r-2i»y+r-2w = (r-2m)(r-2iii+l) 
gemeinsame Berilhrungsebenen der beiden Cylinder. Ziehen wir diese Zahl 
von der schon oben (Nr. 8) erhaltenen Zahl r(r— 1) ab, so ergiebt sich 
2(r— m)(2»i— 1). Die Hälfte dieser Zahl giebt uns dann die Anzahl der 
Ebenen durch g, welche in der Mitte zwischen zwei zu g und zu einander 
parallelen Tangentialebenen von /' liegen. 

15. Darunter befinden sich aber auch noch solche, bei denen über- 
dies auch die zugehörigen Tangenten der Curve F parallel sind. 

Zu jeder Tangente der Curve F sind iw— 1 andere parallel. Es sei 
wieder, wie in Nr. 11, / eine die g treffende Gerade; wir wollen nun aber, ent- 
sprechend der Bemerkung in dieser Nummer, gleich die beiden Cylinder [r,g] 
und (/', g) benutzen. Von jedem Punkte X' von / gehen r Tangentialebenen 
an [I\g]] in jeder haben wir eine Tangente an irgend eine der in Bezug 
auf die verschiedenen Punkte von g zi\ F symmetrischen Curven, welche 
[F^g] erzeugen; wir wollen annehmen, an F', die in Bezug auf ß' symme- 
trisch ist; diese hat, ausser derjenigen, zu welcher sie symmetrisch ist, m-rl 
parallele Tangenten von /',• die Ebenen, welche durch diese tangential an 
(^I\g) gehen, liefern auf / die r(f»— 1) dem X' entsprechenden Punkte Jf,; 
jedem Xi entsprechen ebenso r(f»— 1) Punkte X'. Wir ziehen wiederum die 
Verbindungslinie der unendlich fernen Punkte @J, 2 von g und /,* durch 
jeden der beiden Schnitte mit Ä gehen m Tangenten an F' und m Tangen- 
ten an /'. Wir combiniren jede von jenen mit den m— 1 von diesen, die 
zu ihr nicht symmetrisch sind in Bezug auf C, und erhalten so 2m(ffi— 1) 
Paare von Tangentialebenen von [F, g] ^e (F' , g) und (F,g)^ die uns einer- 
seits correspoudirende Punkte X', Xi auf / liefern, andererseits die / sämmt- 
lich in 2 treffen; folglich vereinigen sich in diesem Punkte 2m(m— 1) Co- 
incidenzen der Correspondenz zwischen X' und Xi; die 2(r— i»)(m— 1) übrigen 
geben uns halb so viele Punktepaare auf /, welche gl zur. Mitte haben und 
von Tangentialebenen des Cy linders (F,g^ herrühren, die durch parallele 
Tangenten von /'gehen; denn jeder der beiden Punkte eines solchen Paares 
ist eine Coincidenz. Durch g gehen mithin (r~iii)(w— 1) Mittelebenen zwi- 
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8chen parallelen Bertthrangsebenea von l\ deren zugehörige Tangenten 
auch parallel sind. 

16. Zieht man diese Zahl von (r— w)(2m— 1) ab, so ergiebt sich 
»(r— ffi) als Klasse der Fläche der Sehnenmitten von 1\ in Uebereinstimmang 
mit dem von Herrn Lie*) auf andere Weise gefundenen Resultate. Also: 

Wenn sämmtUche Tangenten einer Curve vom Range r einen unendlich 
fernen KegeUchnitt treffen, derartig^ da$8 derselbe auf der Fläche der Tan- 
genten m-fach ist, so ist die Klasse der Fläche der Sehnenmitten der Curve 

m(r—m). 

Die Cuspidalcurve dieser Fläche, erzeugt durch die Mitten der Sehnen mit 
parallelen Endpunkts-Tangenten und umhüllt von den Mittelparallelen zwischen 
diesen Tangenten, hat den Rang (m — l)(r— m). 

Dass sie nicht vorhanden ist, wenn m = 1, ist ersichtlich. Die kubi- 
sche Parabel: « = 3, r = 4, m=l führt zu einer Fläche der Sehnenmitten 
dritter Ordnung und dritter Klasse (vgl. Nr. 9). . 

17. Was nun den Minimalwerth der Klasse «ii(r— //i)+f/j(ri— m,) im 
Falle zweier Curven, m(r—m) im Falle einer einzigen Curve anlangt, so 
meine ich, führen folgende Ueberlegungen wohl am schnellsten zum Ziele. 

Zunächst ist r—m ^ 3; bei r = 4 (kubische Raumcurve) ist, wie be- 
kannt, liur m= 1 möglich, also die Behauptung ersichtlich; im Allgemeinen 

aber ist w^:[9 J, wenn damit die ganze Zahl in ^y bezeichnet wird, weil 

der m-fache Kegelschnitt §t zum Schnitte von @ mit der Tangentenfläche 

von r gehört, also r-m -j: r— [^^ J, d. i. ^^3, wenn r >> 4 **). 

Daraus folgt: m,(r— iii)+»t(ri— »»,) ^. 3(iii+fii,) ^ 6. Dieser Minimal- 
werth 6 wird erreicht, wenn r = Tj = 3, m = i»i = 1, also bei der Fläche der 
Sehnenmitten zwischen zwei kubischen Parabeln, deren Tangentenflächen durch 
den nämlichen unendlich fernen Kegelschnitt gehen: Verallgemeinerung der 
£me/ierschen Fläche. 

Ferner erhält das Product w(r— m), wenn r fest ist und tn von l 

bis [ 2" J sich bewegt, seinen kleinsten Werth r— 1 beim kleinsten Werthe 1 
von m, und r— 1 wiederum seinen kleinsten Werth, wenn r den kleinsten 



•) Math. Ann. Bd. 14 S. 352 ; Darboux, Nr. 233. 

•) Man vergleiche den Beweis bei Lie a. a. 0. S. 353 oder bei Darboux Nr. 238. 

15* 
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zulässigen Werth, d. i. r = 4, hat; der Minimalwerth 3 der Klasse der Fläche 
der Sehnenmilten einer Curre ergiebl sich also bei der kubischen Parabel. 

18. Etwas anders aber wird die Sache, wenn die Curven F imaginär 
werden, was im Falle der Miuimalflächen eintritt, wo der unendlich ferne 
Kugelkreis der Kegelschnitt fö wird, nnd es sich um das Minimum der 
Klasse reeller Minimalflächen handelt. Wir haben dann die Sätze*): 

Damit eine („einfache^') Minimalfläche, die aus zwei imaginären al- 
gebraischen „Minimalcurven^^ abgeleitet ist, reell sei, ist nothwendig, dass 
die beiden Curven zu einander conjugirt seien. 

Damit die aus einer imaginären algebraischen Minimalcurve ab- 
geleitete („doppelte"**)) Minimalfläche reell sei, ist nothwendig, dass 
diese Curve zu sich selbst conjugirt sei, oder, um einen von mir vor 
längerer Zeit ***) eingeführten Ausdruck zu gebrauchen, dass sie reell-ima- 
ginär sei. 

Im ersteren Falle muss also it = iti, r = Tj, m = ifti sein, also ist die 
Klasse der Fläche 2f/»(r— m), und man erhält, weil die Curven nicht zu sich 
selbst, sondern nur jede zur andern conjugirt sein mtlssen, den kleinsten 
Werth 6, wenn r = 4, w = 1 (« = 3), also tcenn die beiden Cwven ^wei con- 
jugirt imaginäre kubische Parabeln sind, die ihre Tangentenflächen durch den 
unendlich fernen Kugelkreis schicken, d. i. bei der Enneper&chen Fläche f ); 
die Ordnung ist «^ = 9 (vergl. Nr. 7). 

19. Damit aber im zweiten Falle die Curve reell -imaginär sei, 
müssen nicht bloss die Ordnung n der Curve, sondern auch der Rang r und 
die Klasse n gerade sein ff); denn die Curve wird von der coujugirten Ge- 
raden jeder ihrer Tangenten berührt und von der conjugirten Ebene jeder 
ihrer Schmiegungsebenen osculirt; trifll eine reelle Gerade aber eine Tan- 
gente der Curve, so trifft sie auch die conjugirte. 

Wir haben demnach die Raumcurve vom niedrigsten geraden Range 

*) Lie, a. a. 0. S. 345, 349; Darboux Nr. 222, 224. 

**) Die Ausdrücke: Alinimalcarven (Raumcurven, deren siimmtliche Tangenten den 
unendlich fernen Kugelkreis treffen), doppelte, einfache Minimalfläche (je nachdem es 
möglich ist> die beiden Minimalcurven, deren Sehnenmitten-Ort die Fläche ist, durch 
zwei entgegengesetzte Translationen in eine und dieselbe Curve überzuführen, oder nicht) 
rühren von Herrn Lie her: a. a. 0. S. 337, 346; Darboux Nr. 219, 224. 

***) Synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung S. 283. 

t) Zeitschrift f. Math. Bd. 9 S. 108; Darboux Nr. 207, 234. 

tt) Vergl. Lie, a. a. 0. S. 375 Anm. 
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aufzusuchen, bei welcher Ordnung und Klasse ebenfalls gerade sind und auf 
deren Tangentenfläche sich ein einfacher Kegelschnitt befindet. 

Da der Rang 4 nur mit der Ordnung und Klasse 3 verbunden ist, 
so mttssen wir den Rang 6 untersuchen. Es giebt vier Raumcurven dieses 
Ranges mit gleichzeitig gerader Ordnung und Klasse: 

«) zwei, bei denen « = 4, «' = 6, nämlich : 

1) die Raumcurve vierter Ordnung erster Art mit einem Doppelpunkte: 

2) die Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art; 

ß) zwei, bei welchen « = 6, «' = 4, deren Tangentenflächen bezw. 
zu den Raumcurven a) dual sind, also: 

r) die Rückkehrcurve der abwickelbaren Fläche, eingehüllt von den 
gemeinsamen Tangentialebenen einer Fläche zweiten Grades F^ und eines 
Kegelschnitts K, dessen Ebene von F'^ in einem (nicht auf K gelegenen) 
Punkte berührt wird; 

2') die RUckkehrcurve der Developpablen , eingehüllt von den Be- 
rtlhrungsebenen, welche einer Fläche dritter Klasse und einer F^, ausser 
zwei Ebenenbilscheln um sich nicht schneidende Axen, gemeinsam sind. 

Von diesen vier Curven besitzt nur ß) T) einen einfachen Kegelschnitt 
auf ihrer Tangentenfläche, nämlich den K; ist dieser also der unendlich 
ferne Kugelkreis, so erhalten wir die gewünschte reelle doppelte Minimal- 
fläche niedrigster Klasse 6 — 1 = 5. 

Die niedrigste Klasse nicht bloss einer reellen algebraischen doppelten 
Minmal fläche y sondern einer reellen algebraischen Minimalfläche überhaupt ist 
5. Ihr entspricht der Ort der Sehnenmitten der Rückkehrcurve sechster Ord-^ 
nung derjenigen abwickelbaren Fläche, welche dem unendlich fernen Kugelkreise 
und einem reellen Paraboloide umgeschrieben ist : Henneber g^ *) Fläche. Ihre 
Ordnung — über die emige Zeit Zweifel herrschte — ist nach Nr. 8 
|^»(ii— 1)= 15, wie durch Lie**) (und Schilling) zuerst festgestellt worden ist- 

Das Paraboloid kann durch jedes zu ihm confocale ersetzt werden, 
insbesondere auch durch jede der beiden Parabeln der Schaar coufocaler 
Paraboloide, von denen jede die Focalcurve der andern ist und die bekannt* 
lieh congruent sind. Demnach hängt die Henneberg^ehe Fläche gestaltlich nur 



*) Henneberg, Ueber solche Minimalflächen, welche eine vorgeschriebene ebene 
Curve zur geodätischen Linie haben, Heidelberger Dissertation, Zürich 1875; Annali di 
Matematica Ser. II Bd. 9 S. 54. 

**) a. a. 0. S. 416. 
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von dem gemeinsamen Parameter dieser Parabeln ab; woraus sieh die von 
Schilling*) bemerkte Aehnlichkeit aller Henneber g' sehen Flächen unmittelbar 
ergiebt. Die Ebenen der beiden Parabeln sind Symmetrie-Ebenen der Fläche. 

20. FUr die Curve ß) 1') ist die Ebene von /f, wie bekannt, doppelte 
Schmiegungsebene ; die Osculationspunkte liegen auf K und sind die Be- 
rührungspunkte des K mit den beiden vom Berührungspunkte der i^ mit 
der Ebene von K kommenden Tangenten« welche auch die Raumcurve in 
denselben Punkten berühren. Aus dieser doppelten Osculation folgt, dass 
von den 15 Geraden der HennebergsQhen Fläche in (S sich 9 in eine den 
Kugelkreis schneidende reelle Gerade vereinigen, während in jeder der bei- 
den Tangenten in den Schnitten desselben mit dieser Geraden drei weitere 
zusammenfallen **). 

Da jede Ebene, welche die Tangentenfläche einer kubischen Raum- 
curve in einem Kegelschnitte durchschneidet, die Curve in einem auf dem- 
selben befindlichen Punkte osculirt, so findet man analog, dass der Schnitt 
von @ mit der Enneper^cheu Fläche, aus 9 Geraden besteht, die sich alle 
in der reellen Verbindungslinie der Osculationspunkte der beiden conjugirt 
imaginären kubischen Parabeln mit @ vereinigen. 

21. Die Entstehung der Fläche der Sehnenmitten zwischen zwei 
Curven /', /\, deren Tangenten sämmtlich den unendlich fernen Kegel- 
schnitt Ä treffen, durch ihre Tangentialebenen u — Enveloppe der Mittel- 
parallel-Ebenen zwischen je zwei Tangenten p, p, der Gurven 1\ 1\ (Nr. 3) 
— kann man noch etwas anders beschreiben. Es sei w die Schnittlinie 
der beiden Schmiegungsebenen in P^ P,, also eine Gerade, welche die bei- 
den Tangenten- Developpabeln (r), (Fj) gleichzeitig berührt, und zwar auf 
/>, pi in W, W^,; der Mittelpunkt Z von WW^ liegt ebenfalls in ju. Die 
unendlich ferne Gerade von fi verbindet die beiden unendlich fernen Punkte 
von p^ pi , die Tangenten in diesen an St sind die unendlich fernen Geraden 
der beiden Schmiegungsebenen; also sind die unendlich fernen Elemente 
von w und u polar in Bezug auf ^^ oder w und u sind conjugirt in Bezug 
auf St, wenn dieser als ausgeartete Fläche zweiter Klasse angesehen wird. 

Man construirt die gemeinsamen Tangenten der beiden Tangentenflächen 
von r, 1\ und legi je durch die Mille zwischen den beiden Berührungspunkten 



*) a.a.O. 8.31, 
**) Lie, a. eben a. 0., Schilling, a. a. 0. S. 44. 
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einer solchen Tangente die zu ihr in Bezug auf die Fläche ^ conjugMe Ebene. 
Diese Ebenen hüllen unsere Fläche ein. 

Die Geraden w bilden eine Congruenz, welche (r) and (r,) zu Brenn- 
flächen hat. 

I8t ^ der Kngelkreis, so ist u zu w senkrecht, also die „Mittelebene'^ 
des Congrnenzstrahls w, wenn wir diejenige Ebene so nennen, welche die 
Strecke auf ihm zwischen den Brennpunkten senkrecht halbirt. Nennen 
wir ferner, mit den französischen Geometern, eine Gerade isotrop, wenn sie 
den nnendlich fernen Kugelkreis (ombilicale) trifft, eine abwickelbare Fläche 
isotrop, wenn ihre Erzeugenden es sind, und eine Strahlencongrnenz isotrop, 
wenn sie zwei solche Developpablen zu Brennflächen hat, so haben wir: 

Die Mittelebenen der Strahlen einer isotropen Congruenz umhüllen eine 
Minimal fläche^ und jede Minimalfläche kann in cc^ Weisen so erzeugt werden *). 

22. Setzen wir die beiden Curven -T, r^ wieder in allgemeiner Lage 
voraus und t heilen die Sehnen PP^ in M sOy dass PM: MP^ — X:?.^. Das 

Homothetie-Verhältniss der Curven y, /, (Nr. 3) ist nun y^i'f "rrF ? 

sie bilden, wie früher, zwei conjugirte Systeme auf der Fläche (Jlf), und 
diese ist, wenn F, /\ Minimal curven (lignes isotropes oder de longueur. 
nulle) sind, eine Minimalfläche. Die Tangentialebene von M ist parallel 
zu den Parallelebenen durch die Tangenten von P, P^ und theilt (um es 
kurz 80 auszudrücken) den Raum zwischen ihnen im Verhältnisse l : k^. 
Wir erhalten auf diese Weise, den verschiedenen Werthen von X : /, ent- 
sprechend, 3c* Flächen (iV) (Minimalflächen im besondern Falle), die in 
correspondirenden, d. h. auf derselben Sehne PP^ gelegenen i^unkten paral- 
lele Berührungsebenen haben **). Aber entsprechende Linienelemente dieser 
Flächen sind nicht gleich; also sind dieselben nicht auf einander abwickel- 
bar, daher auch nicht die Verallgemeinerungen der „associirten'' Flächen^ 
welche Herr Darboux in Nr. 210 0". bespricht, bei denen ja auch correspon- 
dirende Punkte auf einem Kegelschnitte liegen. 

Wir construiren, wenn g wieder eine beliebige Gerade ist, zu F in 
Bezog auf einen beliebigen Punkt G' von g die liomothetische Curve /" für 

das Verhältniss — /-; der Cvlinder {r\g) enthält die für das nämliche 



9 

*) Ribaucour, Etüde des elassoVdes oii surfaces a courbure luoyenne nulle (Meiooires 
coaronnes par rAcademie de Belgique. Bd. 44) S. 3(>. 

•*) Ribaucour, a. a. <>. S. 17. 
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Verhältiiiss in Bezug auf die Übrigen Punkte von g zu F homotlietischen 
Curven und wird von solchen Parallelebenen n' zu Tangentialebenen n von 
r eingehüllt, dass je die den Raum tzti' im Verhältniss 1:1^^ theilende 
Ebene durch g geht; er tritt an Stelle von [l\g]. Wir erkennen leicht, 
dass mit den nothwendigen einfachen Veränderungen alles, was in Nr. 5 — 7, 
10 — 13 gesagt ist, wiederholt werden kann, und dass insbesondere die Ord-- 
nung und Klasse der Fläche (M) sich nicht ändert. 

Handelt es sich aber um eine einzige Curve F, so liefert nun jede 
Sehne zwei Punkte, und weil nun die beiden Endpunkte sich ungleich- 
artig verhalten, sind die in Nr. 8, 14 — 16 an verschiedenen Stellen vor- 
genommenen Halbiruugen der erhaltenen Zahlen im jetzigen allgemeineren 
Falle nicht vorzunehmen, und so ergiebt sich z. B. in dem uns inter- 
essanteren Falle, dass ^ von allen Tangenten von F getroffen wird, eme 
Fläche von der Ordnung fi(»— 1) und der Klasse 2m(r— m). 

• • • 

II. 

23. Wir wollen annehmen, dass auf der Fläche (Hl) der Sehnen- 
mitten zwischen F, /\ eine Gerade s vollständig liege. Dann giebt es oo^ 
Sehnen, welche durch s gehälftet werden. Beide Endpunkte mflssen die 
Curven durchlaufen, weil in Bezug auf einen festbleibenden Endpunkt auf 
der einen Curve die andere homothetisch zu s würde. Ist nun PPi eine 
durch s in M gehälftete Sehne, so fällt s in die Tangentialebene fi m M 
an (M); dies bewirkt, dass die Berührungsebenen der beiden Cylinder {F, «), 
(Fl, ») längs der beiden durch Py Pj gehenden Kanten sowohl wie diese 
Kanten symmetrisch in Bezug auf s sind. Also sind es auch die Cylinder selbst. 

Setzen wir nun wieder voraus, dass die Tangenten der beiden Curven 
Fy Fl denselben unendlich fernen Kegelschnitt Ä treffen, und noch überdies, 
dass dieser Kegelschnitt den unendlich fernen Punkt @ von s und die 
unendlich ferne Gerade f einer zu s senkrechten Ebene a zu Pol und 
Polare habe. 

Die Tangenten au F, /', in zwei in Bezug auf s symmetrischen Be- 
rUhrungsebenen der beiden Cylinder gehen entweder nach demselben von den 
beiden Punkten, in denen die unendlich ferne Gerade t der beiden Bertth- 
rungsebenen den St durchschneidet, oder die eine nach dem einen, die andere 
nach dem andern. Die Continuität fordert, dass jenes oder dieses dann 
durchweg eintritt. Im erstereii Falle sind die Tangenten PP' und PiPl 
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durchweg parallel; dann erkennt man leicht, dass die beiden auf einander 
folgenden Sehnen PP,, FP[ denselben Mittelpunkt haben, den Schnitt von 
4 mit der Ebene (PP'yPiP[). Der Mittelpunkt bleibt dann aber fest und 
durchläuft nicht die Gerade s. Dass u etwa in die Ebene (PP\ PiP[) zweier 
parallelen Tangenten hineinfällt, kann nur an einzelnen Stellen geschehen, 
und mttsste überdies 9 dann, wenn sie zwei nicht identische Mitten conse- 
cutiver Sehnen mit parallelen Endpunkts-Tangenten enthielte, als Tangente 
der Cuspidalcurve (Nr. 13) den fö treffen, was nicht angenommen ist. 

Mithin kann nur der zweite Fall eintreten; aber die beiden Schnitte 
(tÄ) sind zu @ und tf harmonisch; d. h. die beiden Tangenten PP\ PiP[ 
haben entgegengesetzt gleiche Neigung gegen s oder a. Die Curve r* 
also, die zu r symmetrisch ist in Bezug auf «, liegt auf (i^i,») so, dass 
die Tangenten von r, und r* in Punkten derselben Cylinderkante parallel 
sind; was zur Folge hat, dass die eine Gurve durch Translation mit der 
andern zur Deckung gebracht werden kann; oder, was dasselbe ist, man kann 
mit r selbst und r, zwei entgegengesetzt gleiche Translationen vornehmen, 
durch welche sie symmetrisch zu einander werden bezüglich s. Weil aber 
solche Translationen die Fläche (M) nicht ändern, so erhält man den Satz: 

Wenn auf der Sehnenmitten' Fläche zweier Curven, deren Tangenten 
alle den unendlich fernen Kegelschnitt ^ treffen, eine Gerade vollständig liegt, 
deren nnendUch femer Punkt der Pol der unendlich fernen Geraden einer zu 
ihr senkrechten Ebene in Bezug auf ^ ist, so ist diese Gerade eine Symmetrie- 
Axe für die Fläche. 

Ist ft der unendlich ferne Kugel kreis, dann wird von jeder Geraden 
die Polar-Bedingung erfüllt, und wir haben den Satz des Herrn Schioarz^): 

Jede auf einer Minimalfläche gelegene Gerade ist eine Symmetrie- Axe 
für dieselbe. 

24. Wir nehmen nun /' und /\ in symmetrischer Lage in Bezug 
auf 8 au und setzen weiter voraus, dass der Kegelschnitt ^ zum Büschel 
der den Kugelkreis in seinen Schnitten mit f berührenden Kegelschnitten 
gehöre — welcher Büschel ja den Kugelkreis selbst enthält — ; d. h., dass 
alle Geraden, welche Ä treffen, also auch die Tangenten von /' und 7\, 
mit a einen constanten Winkel cp bilden, — dessen Tangente gleich t wird, 
wenn St in den Kugelkreis übergeht. 



•) Dieses Journal, Bd. 80, S. 292; Darboux Nr. 249. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 16 
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Es seien nun J, J^ die (Orthogonal-) Projectionen der Curven r, r, 
auf die Ebene a, ferner QQ\ Q^Q[ diejenigen der Cnrvenelemente FP', FjPJ 
und iV die der Mitte M von PPi, einer beliebigen Sehne zwischen r, r,; 
so ist 2TSIM=^QP+Q,P,', Q'P'-QP= QQ'tsing(p; also ö^ = 6tangy, wenn 
b der Bogen von J ist, gemessen von einem passend*) gewählten An- 
fangspunkte auf dieser Curve bis zu Q; b^ habe ähnliche Bedeutung für ^j, 
so dass Q\P\ = bitSiXig(p^ wobei angenommen wird, dass der positive Sinn 
für 6, symmetrisch zu dem für b ist; demnach 2iVif = (6+6i)tangy. 

Die beiden Curven d und d^ sind symmetrisch in Bezug auf den 
Fusspunkt S von s in o; es sei P* der zu ^i symmetrische Punkt auf J, 
so ist Q*Q II SN und = 2SiV; der symmetrische Bogen zu 61 sei 6*; die beiden 
Bogen 6, 6* werden also auf J gemessen bis Q^ Q* beziehlich in dem- 
selben Sinne, aber von verschiedenen Anfangspunkten A^ A* aus. 

Die Fläche (AT) ergiebt sich demnach folgendermassen: 

Man verbinde itcei Punkte Q*Q der Curve J in der Ebene a; b*, b 
seien die Bogen dieser Curve bis zu Q*, Q, anfangend in den Punkten A*, A 
bezw.; man ziehe vom Punkte S die Gerade SN parallel und von gleichem 
Sinne mit Q* Q und gleich ^P* Q und errichte auf a in N das Loth NM gleich 
^(b+b*)tang(f; der Punkt M beschreibt dann die Fläche CM), für welche das 
Loth s auf a in S Symmetrie- Axe ist. 

Wir erkennen, dass eine Veränderung eines der beiden Anfangs- 
punkte A, A* nur eine translatorische, also unwesentliche Verschiebung der 
Fläche hervorbringt; also können wir sie zusammenfallen lassen; sodann 
ist ersichtlich, dass wir nur eine Aehnlichkeits-Transformation, also ebenfalls 
nur eine unwesentliche Aenderung vornehmen, wenn wir die beiden Factoren 
^ unterdrücken. 

Man tiberzeugt sich leicht, dass J eine beliebige ebene Curve 
sein kann. 

Ersetzt man, um zum Fall der Minimalflächen zu gelangen, tang9> 
durch f, so erhalten wir den Satz, den Herr Darboux in Nr. 260 ableitet, 
indem wir noch mit J in Bezug auf S als Centrum eine Aehnlichkeits- 
Transformation, deren Verhältniss t ist, vornehmen. 

25. Der unendlich ferne Punkt @ sei nun Scheitel eines BerOhrungs- 
cylinders der Fläche (M)^ so dass der Schnitt desselben mit o ein Normal- 



*) d. h. so, dass b und QP gleichzeitig durch gehen und das Vorzeichen wechseln. 
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schnitt ist Ueber ^^ der von allen Tangenten von F und F^ getroffen 
wird, machen wir die nämliche Voraussetzang ?ne in der vorigen Nummer. 
Jf sei ein Punkt der Berührungscurve des Cy linders; seine Tangential- 
ebene /i ist also normal zu a. Sie ist parallel zu den beiden Tangenten 
der Endpunkte P, Fi der in M halbirten Sehne, folglich auch zu den beiden 
Ebenen n^ tij, welche dieselben auf a projiciren. Hf^ die Mitte von P'Pl, sei 
zunächst ein beliebiger an M unendlich naher Punkt auf (^f), also in fi. 
Die Projectionen von P, A, F', P;, M, M' auf a seien Q, Q,, Q\ Q[, iV, N; 
so ist: 

fitr II QQ' II Q,Q[ und 2NN = QQ'+Q,Q[, 
oder: 

2dß = db+db,, 

wenn ß, b, bi die Bogen des Normalschnitts des Cyliuders und der Pro- 
jectionen von F, JTi sind. Bezeichnen wir die Abstände QP, QiPu NM 
init Sy «1, t, so ist wegen des Verhaltens von F, Fi zu ^ und wegen der 
vorausgesetzten Eigenschaft dieser Curve: 

db = d*cotg(py dbi = — rf«iCOtgy *); 
also: 

2dß = (rf«— rf»i)cotgy. 

Ist M' der unendlich nahe Punkt neben M auf der Bertihrungscurve und 
schreiten vnr auf dieser vorwärts, so schliessen sich die unendlich kleinen 
Grössen an einander an, und wir können summiren, wodurch sich, bei passend 
gewähltem Anfangspunkt für ß, ergiebt: 

(1.) 2ß = (ä— «,)cotgy. 

Wenn nun (Jf) algebraisch ist, so sind es auch F, 7\ und die BerUhrungs- 
carve des Cyliuders, und wir haben: 

(2.) t = yX^^ 



•) Die verschiedenen Vorzeichen ergeben sich so: Gleichem Sinne von QQ' und 
OiQi oder von db, dbi entspricht ungleicher Sinn der Coordinaten- Zuwächse d%, d%i; 
denn die beiden Ebenen durch MM', welche die Sehnen PMPij PM'Pi enthalten, schnei- 
den n, fti in zwei unendlich schmalen Streifen, die, weil MM' zwischen n, ni liegt, 
solche Lage haben, dass, wenn etwa in n die Parallele durch P die höhere ist, in ni die- 
jeni^ durch Pi es ist; die beiden Tangenten PP, PiPi gehen eben auch hier nach den 
beicfon verschiedenen Schnitten der parallelen Ebenen n, isi mit ^ und haben also ent- 
gegengesetzt gleiche Neigung gegen a; daher sind die unendlich kleinen Strecken PP, 
PiPij da die Streifen wohl gleiche Breite haben, aber nicht parallel zu a sind, nicht 
gleich und ebenso wenig ihre Projectionen. 

16» 
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(3.) z = f(x), Äi = A(a?i), 

worin ^, x, Xi die einen Coordinaten von N^ Q, Qi in Bezug auf ein in a 
gelegenes Coordinaten -System und /, f, f^ algebraische Functionen sind. 
Ferner: 

(4.) x^x, = 2^, 

Z + Zy = 21 

oder: 

(5.) /(^i)+A(^.) = 2xC%). 

Aus (4.), (5.) ergeben sich x, a?, als algebraische Functionen von |, dem- 
nach wegen (3.) auch z>, Zx und wegen (1.), da (p constant ist, auch ß. 

Der Normalschnitt unseres Tangentialcylinders hat daher die Eigen- 
schaft, dass sein Bogen algebraische Function der einen Coordinate des 
Endpunktes ist. Dann muss er die Evolute einer algebraischen Curve sein. 

Weil nun der Kugelkreis für jeden unendlich fernen Punkt die für 
Ä vorausgesetzte Eigenschaft besitzt, so haben wir den Satz von Henneberg ^): 

Der Normalschnitl jedes einer algebraischen Minimalfläche umgeschriebe- 
nen Cylinders ist die Evolute einer algebraischen Curve. 

26. Eine ebene geodätische Linie einer Fläche ist Normalschnitt 
des längs ihr umgeschriebenen Cylinders; demnach ist jede auf einer alge- 
braischen Minimalfläche befindliche ebene geodätische Linie Evolute einer 
algebraischen Curve **). 

Es sei a die Ebene einer geodätischen Linie auf (M) und MM* ein 
Element derselben ; so werden nun die Streifen in n^ tt,, zwischen denen PF, 
PiP[ liegen, zu a parallel; die gleiche Neigung (p dieser Elemente gegen o 
bewirkt, dass sie einander gleich sind und ebenso ihre Projectionen QQ'^ QiQ['j 
da diese überdies parallel sind, so ist Q'Q[^QQi- Nehmen wir dazu, dass 
P und Pi entgegengesetzt gleiche Entfernungen von a haben, so ergiebt sich^ 
dass zwei entgegengesetzt gleiche Translationen von der Grösse ^^^i und der 
Richtung QQi die beiden Curven /*, I\ in symmetrische Lage in Bezug 
auf o bringen; denn auch hier müssen die Endpunkte der Sehnen, deren 
Mitten die ebene geodätische Linie erzeugen, die beiden Curven durchlaufen. 
Demnach ist a Symmetrie-Ebene für (M), Also: 

Wenn die Fläche der Mitten der Sehnen zwischen zwei Curven, deren 



*) Annali di Matematica Ser. II Bd. 9 S. 54; Darboux, Nr. 253. 
**) Henneberg, Dissertation S. 47; Darboux, Nr. 251. 
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Tangenten sämmüich den unendlich fernen Kegehchnitl ^ treffen, welcher den 
Kugelkreis doppelt berührt, eine geodätische Linie in einer Ebene durch die 
Berührungssehne enthält, oder mit andern Worten : wenn die Fläche der Mitten 
der Sehnen zwischen zwei Curven, deren Tangenten eine constante Neigung 
gegen eine Ebene a haben, eine geodätische Linie in dieser Ebene hat, so ist 
diese Ebene eine Symmetrie-Ebene der Fläche. 

Wird ^ der Kugelkreis selbst, dann hat man: 

Die Ebene jeder auf einer Minimalfläche gelegenen ebenen geodätischen 
Linie ist eine Symmetrie- Ebene der Fläche^). 

27. Auf der Fläche (AT) befinde sich nun eine Kriimmungslinie K 
in der Ebene o? der Kegelschnitt Ä berühre nach wie vor den Kugelkreis 
in den Schnitten mit a. 

Die Tangentialebenen an (M) in den Punkten von K haben dann 
nach dem bekannten Satze eine constante Neigung a gegen o. MM* sei 
ein Element von K; P, P^^ . . . Q, Qi^ . . ., x, Xi^ z, z^ mögen die bisherigen 
Bedeutungen haben; § ist die jj-Coordinate von M selbst; ^ = 0, jSj = — js. 
Die Spuren, in o, der beiden Parallelebenen n, n^ durch die Tangenten 
PF, PiP[ zur BerUhrungsebene ,u von M seien f>, f?i, zwischen denen MM' 
in der Mitte liegt. Wir projiciren P, P' auf e nach R, R' und Pi, P[ auf 
fji nach A?,, ßj, so dass auch QR und Q'R' auf v, Q^Ri und Q[R[ auf v^ 
senkrecht stehen. 

Da QP = -QiPi, so ist auch QR-=-QiR,', daher ist M Mitte 
von QQi und ßß,, ebenso M' von R'R[\ also MM' = RR', da, wie oben, 

PP' und QQ' mögen t? in V treffen; so zeigt die Ecke (FP, VQ,v), 

dass 8inv/= ^^^^ ? wenn \p den Winkel (QQ\v) bedeutet; also ist dieser 

Winkel constant. Wie bisher, haben wir: 

dz = QQ' cotgip = ßfi'cotg</)cosv' = dßcotgq)co»ip, 
wo ß den Bogen der Krtimmungslinie K bedeutet, dessen Element MM' ist. 
Demnach stehen z und ß in algebraischer Beziehung. Ist nun die Fläche 
(M) algebraisch, so befindet sich z = —Zi mit x und Xi und mit S = ^(x+x^) 
in algebraischer Beziehung, also auch ß mit |; K ist demnach Evolute einer 
algebraischen Curve. Folglich: 

Wenn die Tangenten zweier algebraischen Curten F, T^ alle eine und 



*) Darboux, Nr. 251. 
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dieselbe Neigung q> gegen eine feste Ebene haben und die Fläche der Sehnen- 
mitten eine Krümmungslinie in einer ssu dieser Ebene parallelen Ebene enthält^ 
so ist diese Linie die Evolute einer algebraischen Curve. 

Speciell : 

Jede ebene Krümmungslinie , die auf einer algebraischen Minimalfläche 
liegt, ist Evolute einer algebraischen Curve *). — 

Mögen diese einfachen Beispiele einer rein geometrischen Behandlang 
der Minimalflächen zunächst genügen. 



*) Lie, Math. Annalcn Bd. 15 S. 472; Darboux, Nr. 251. 
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Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung 

von unendlichen Reihen. 

(Von Herrn Ä. Lipschiiz in Bonn.) 



Die ans den sämmtlichen ganzen oder den ungeraden Zahlen ge- 
bildeten unendlichen Reihen, welche Euler in dem löten Capitel des ersten 
Bandes der Introductio in analysin betrachtet, sind zum Vorbilde einer aus- 
gedehnteren Gattung von unendlichen Reihen geworden. In der Mittheilung: 
Sur Vusage des s^ries infinies dans la thdorie des nombres, welche Dirichlet 
Bd. XVIII dieses Journals, S. 259 publicirt hat, hebt er hervor, dass die 
Reihen, mit HUlfe deren er bewiesen, dass jede arithmetische Progression, 
deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler 
sind, unendlich viele Primzahlen enthält, den erwähnten Reihen ähnlich ge- 
bildet sind ; er fügt dann hinzu, dass die Betrachtung der Reihen dieser Art 
eine höchst fruchtbare Methode der unbestimmten Analysis begrUnde, die auf 
sehr verschiedene Fragen angewendet werden könne. Die Folgezeit hat 
gezeigt, welche grossartigen Erfolge die Arithmetik dieser Methode Dirichlet^ 
verdankt. Euler hat die auf alle ganzen Zahlen auszudehnende Reihe 






=1 n« ' 



bei der o eine reelle Über der Einheit liegende Grösse bedeuten möge, in 
der Weise erweitert, dass in der Abhandlung: Nova methodus, quantitates 
integrales determinandi, Nov. Comm. Ac. Petrop. t. XIX, p. 66, die beiden 
Reihen 



'*:rf cos nti "-^ sinftM 



ftlr positive ganzzahlige Werthe des Exponenten a erörtert werden. Indem 
ich mich im Jahre 1856 mit den letztem Reihen, welche, wofern cosw nicht 
gleich der Einheit ist, für jeden die Null Obertreffenden Werth von a con- 
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vergircii, beschäftigte, und indem ich die betreffenden Summen als stetige 
Functionen der Variabein u und a auffasste, kam ich zu der Untersuchung 
der allgemeineren Reihe 



für iV = 00, wo V und x reelle, k und positive Grössen bedeuten. Diese 
Arbeit ist in Bd. LIV, S. 313 dieses Journals veröffentlicht. Wie man sieht, 
tritt hier an die Stelle der sämmtlichen natürlichen Zahlen eine nach beiden 
Seiten unbegrenzt fortschreitende arithmetische Reihe, deren erstes Glied 

die complexe Grösse k+x}^—l mit positivem reellen und J)eliebigem ima- 
ginären Theil, und deren Differenz die imaginäre Einheit 1= I''— 1 ist. 

Bei Anwendung desjenigen logarithmus naturalis der vorkommenden 

complexen Grössen, dessen imaginärer Theil zwischen —^ und 5- liegt, 

werden die eingeführten Potenzen durch die Gleichung 

definirt. Vermittelst der Verwandlung in ein bestimmtes Integral und der 
Benutzung der Eigenschaften der Fo?/rferschen Reihen lässt sich die Reihe 
(i4.) transformiren. Unter der Voraussetzung, dass 0<:t><;l, und dass, 
für 15 = 0, a>l sei, ergiebt sich nach (10.) der angeführten Abhandlung 
eine Umformung in die Reihe 

welche für a = 1 zu einer geometrischen Reihe wird, und deshalb gleich 
dem Ausdruck 

^-•2.-Tr(A+a-r-l) 

ist. Geht man von dem positiv angenommenen Werthe von k zu einem 
verschwindenden über, so findet sich, dass für einen Werth von ar, der nicht 
gleich einer ganzen Zahl ist, und für einen unter der Einheit liegenden 
positiven Werth von a, bei strengem Festhalten der vorgeschriebenen Ord- 
nung der Summation, die Gleichheit zwischen (A.) und (ß.) bestehen bleibt, 
wie in (24.) der angeführten Abhandlung angegeben ist. 

Bei den besonderen Werthen x = ^, ^ = i liefert diese Gleichung 
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diejenige Relation, welche Herr Schlömilch im Jahre 1849 in der Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. III, S. 130 bekannt gemacht hat. 

In dem Novemberheft des Monatsberichts der Berliner Akademie 
vom Jahre 1859 erschien die Abhandlung Riemann% über die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grösse. Zur Untersuchung dieses Gegen- 
standes, welchem, wie Riemann bemerkt, Gauss und Dirichlet längere Zeit 
ihr Interesse geschenkt haben, schlug Riemanm Genie einen an neuen Auf- 
schlüssen und neuen Räthseln reichen Weg ein. Riemann geht von der 
schon erwähnten, von Enler herrührenden Reihe 



« 

aus, weist darauf hin, dass dieselbe für solche complexen Werthe von s, 
deren reeller Theil über der Einheit liegt, convergire, und betrachtet ^(s) 
als eine Function der complexen Variable s, ftir welche durch Benutzung 
eines bestimmten Integrals eine für jeden complexen Werth von s gültig 
bleibende Darstellung abgeleitet wird. Diese Darstellung lehrt, dass die 
Function 'C(s) ftir jeden complexen Werth von * einwerthig, für jeden end- 
lichen Werth von s, ausser 1, selbst endlich ist, und liefert unter der Vor- 
aussetzung, dass der reelle Theil von s negativ sei, eine Umformung, die 
Riemann so ausdrückt 

2Qmmn(s-l)t(s) = (27i)*-2'«-»((-f)'-M-t"-0- 
Diese Gleichung geht, sobald statt 77(5—1) die Bezeichnung r(s) ein- 
geführt, und der letzte Factor der rechten Seite in den Factor 2m\7is der 
linken dividirt wird, in die folgende Relation zwischen ^(*) und u(l— «) über 

2co^^ r(s)tis) = (2nyi(l^s). 

Bei dem Studium von Riemann^ Arbeit konnte mir der Zusammenhang 
nicht entgehen, welcher zwischen der so eben angeführten Relation und dem 
Ergebniss meiner vorhin citirten Abhandlung besteht, wonach sich die obige 
Reihe (A.) in die Reihe (ß.) verwandelt. Ich dehnte die Definition von (A.) 
auf complexe Werthe der Variable a aus, bewerkstelligte den Uebergang von 
der einen Gestalt in die andere vermittelst der von Riemann gebrauchten Me- 
thode, und wandte dies Verfahren auch auf die gleichfalls oben erwähnten 
Reihen an, durch welche Dirichlet in der Arbeit über die arithmetische 
Progression sein Ziel erreicht hat. Doch habe ich es unterlassen, von den 
betreffenden Untersuchungen etwas zu veröffentlichen. 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 17 
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Dem Vorgange Riemanns folgten, ohne das in meiner Abhandlung 
von 1856 ausgesprochene Transformationsprincip zu kennen, Herr Hurwiiz 
in der Abhandlung: Einige Eigenschaften der DtWcA/efechen Functionen 

F(«) = -S^— ) — , die bei der Bestimmung der Klassenzahlen binärer qua- 
dratischer Formen auftreten (Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahr- 
gang 27, S. 86), und Herr Lerch in dem Aufsatze: Sur la fonction 

^(w, X, s) = £ j^^^ 

(Acta mathematica, Bd. 11, S. 19). Die in der letzteren Arbeit erörterte 
Function stimmt für reelle Werthe der Veränderlichen s mit derjenigen über- 
ein, welche ich in meiner Arbeit von 1856 untersucht habe, und die von 
Herrn Lerch abgeleitete Transformationsgleichung wird unter den entsprechen- 
den Voraussetzungen zu der mehrfach berührten Relation zwischen den 
obigen Reihen {A.) und (B.). Auf diese Uebereinstimmung nach der Ver- 
öffentlichung seiner Arbeit aufmerksam gemacht, hat mir Herr Lerch brief- 
lich mitgetheilt, dass er zu der Untersuchung der Reihe durch eine Gleichung 
veranlasst worden, die Herr Kronecker bei Gelegenheit seiner in den Sitzungs- 
berichten der Berliner Akademie vom April 1883 und Juli 1885 publicirten 
Arbeiten benutzt hat. Diese Gleichung enthält die oben in (C) angegebene 
Werthbestimmung der von mir erforschten Reihe für den Werth Eins des 
Exponenten a. 

Gegenwärtig möchte ich mir erlauben, auf die Verwandlung der Reihe 
{A.) in die Reihe (ß.) zurückzukommen, da die Erörterung des Umfangs 
der auftretenden Variabein und namentlich die Erwägung der Grenzftllle ein 
eigenthUmliches Interesse darbietet. Auch lässt sich ein Zusammenhang dieser 
Umformung mit einer gewissen allgemeinen Transformation der einfach- 
unendlichen Thetareihen nachweisen. Ferner beabsichtige ich die Anwen- 
dung des Transformationsverfahrens auf die sämmtlichen von Dirichlet in 
der Arbeit über die arithmetische Progression gebrauchten Reihen zu ent- 
wickeln. Die betreffenden Resultate umfassen zugleich diejenigen, welche 
in der angeführten Arbeit des Herrn Hurwitz enthalten sind, insofern die 
zu der Bestimmung der Klassenzahlen der binären quadratischen Formen 
dienenden Reihen einen Theil der angeführten Reihen ausmachen. Doch 
führt erst die Gesammtheit der entsprechenden Transformationen zu der 
Einsicht in eine charakteristische Beziehung zwischen den DirteA/etschen 
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Reihen and der allgemeinen Theorie der Theilung des Kreises in heliebig 
viele Theile, eine Beziehung, die sich in mehrfacher Hinsicht verwerthen 
lässt. Anf diesem Wege hat sich auch ein Princip ergeben, um die sämmt- 
liehen Zahlen in Klassen einzatheilen , welches anf eine Eintheilnng der 
sämmtlichen Primzahlen in Klassen zurückweist. Unter den Primzahlen 
besteht die erste Klasse allein aus der Zwei; die zweite Klasse umfasst 
diejenigen ungeraden Primzahlen, für welche die Theilung des Kreises in 
die betreffende Anzahl von Theilen allein mit Anwendung von Lineal und 
Zirkel ausgeführt werden kann. 

1. 

Von den beiden Reihen, die im Vorstehenden mit (A.) und (ß.) be- 
zeichnet sind, erstreckt sich die erstere auf alle negativen und positiven, 
die zweite auf alle positiven Zahlen. Um die zwischen denselben bestehende 
Gleichheit nach Riemann^ Weise zu begründen, ist es zweckmässig, von 
der letzteren Reihe auszugehen. Dabei möge statt der complexen Grösse 

k+xi—l^ deren reeller Theil als nicht negativ angenommen wird, t gesetzt 
werden; o bedeute, wie vorhin, eine reelle, positive, unter der Einheit liegende 
Grösse; der Exponent 1— a sei gleich der Grösse «, welche als complex 
mit positivem reellem Theil vorausgesetzt wird. Dann hat man für das all- 
gemeine Glied der Reihe 



(1.) 



m^M—l ß—2Timt 



wo M eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, mit Hülfe der Gleichung 

(2-) ^ = 1^/'^-^''"''^'-^. 
die Darstellung 

(3.) -j^ 2: / e-'''^*'-^^+''*>Ä--^rf«, 



1 m=if-l /'• 


welche sogleich in die folgende übergeht 



1 /•* 1— ß(-27r'-*)i/ 



Man sieht leicht, dass der von der Zahl M abhängende Bestandtheil 



1 Z'* e(-27i/-i)if 
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sobald M über jedes Mass hinaus wächst, wofern der reelle Theil von t po- 
sitiv ist, bei den für die Grössen v und s angegebenen Voraussetzungen sich 
der Null nähert. Dasselbe geschieht auch dann, wenn der reelle Theil 

von t verschwindet und — keiner ganzen Zahl gleich ist, ferner v und s 

die früheren Annahmen erfüllen. Wenn aber -r- gleich einer ganzen Zahl, 

mithin e"^"' = 1 ist, so muss der reelle Theil von s algebraisch grösser als 
die positive Einheit sein. Hiermit sind die Bedingungen angegeben, unter 
denen die Reihe (1.) für einen ins Unendliche wachsenden Werth der Zahl 
M convergirt und gleichzeitig durch das Integral 

ausgedrückt wird. 

Nach dem von Riemann in der angeführten Abhandlung gegebenen 
Vorbilde werde jetzt das Integral 

J 1— e-^n'-- 

SO genommen, dass man von +c» auf demjenigen Ufer der Axe der reellen 
Werthe, auf welchem die imaginären Werthe positiv sind, um den Punkt 
Ä = herum fortschreitet, und auf dem anderen Ufer der Axe der reellen 
Werthe bis +oo zurückgeht. Dann erhält das betreffende Integral den Werth 



wodurch für das Integral (4.) die folgende Umformung entsteht, bei der die 
Integration in der erwähnten Weise auszuführen ist, 



{-zy-^dz 



.. X 1 /"° e-'^'z'^-^dz t_ _ /'+«^-«(- 

Sobald die Reihe (1.) mit dem Factor Yn^zTS^''^'^'^ multiplicirt wird, ver- 
wandelt sich das Product für eine ins Unendliche wachsende Zahl H in 
die im Eingange durch (ß.) bezeichnete Reihe, welche sich jetzt so darstellt 

In Folge der bekannten Relation 



/'(*)/'(i-«) = - 



n 



810 n% 
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ergebt sieb daher für (6.) aus (5.) die Gleichung 

deren rechte Seite einen für alle complexen Werthe von s gültigen Aus- 
druck der betreffenden Function von * enthält. Die unter dem Integral- 
zeichen befindliche Function 

ist nur für a = und, wofern n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, für 
die Werthe z = —27it—27ini unstetig. Unter den letztern kommt die Null 
dann und nur dann vor, wenn t selbst gleich einer in die imaginäre Einheit 
multiplicirten ganzen Zahl ist. Diese Voraussetzung, welche schon früher 
hervorgehoben wurde, schliesse ich von jetzt ab von der Betrachtung aus. 
Da der reelle Theil von / = A+tV als positiv oder im Grenzfalle als ver- 
schwindend angenommen ist, so erfolgt die oben beschriebene von +oo 
nach +^ zurückkehrende Integration so, dass ä = der einzige Unstetig- 
keitspunkt ist, um welchen der Integrationsweg herumläuft. Ich werde jetzt 
die rechte Seite von (7.) unter der Annahme untersuchen, dass der reelle 
Theil der complexen Grösse * algebraisch kleiner als die positive Einheit sei. 
Es mögen zwei reelle positive Grössen a und b gewählt werden, 
und man integrire die angegebene Function über den Umfang eines Recht- 
ecks, nämlich 

für z = —a+iy von y = —6 

z = a+iy von y = b 

3= x+ib von X = —a 

z= x—ib von x= a 

Damit eine Anzahl der Unstetigkeitspunkte ä = — 27i(A+t7) — 27rii« in das 
Innere des Rechtecks falle, jedoch keiner in die Begrenzung, wird voraus- 
gesetzt, dass ö— > A, und weder ^ — |-/ noch — -^ — Vi gleich einer ganzen 

Zahl sei. Von den bezeichneten vier über die Begrenzung auszudehnenden 
Integralen liefern das erste und zweite die Summe 

\P') J ^a^iy^e-l^i •^y~/ l_e-2;,/_(a + <y) ««^^ 

-6 —6 

das dritte und vierte die Summe 



bis 


K 


bis 


-6, 


bis 


ö> 


bis 


— a. 



— a —a 
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Durch Theilung des Integrationsintervalls und Einführung von Variabein, 
welche den ursprünglichen beziehungsweise entgegengesetzt gleich sind, 
wird aber (8.) gleich 



(10.) 



und (9.) gleich 



(11.) 







*^ c(^-'^(-«+'»(a— iy)^* eC^-'K-a-^^^a^-ty)»-! 



ß—a-i-hj g-27if » ß-a-iy ^— 2nf 



1— e--^/»'-(a+iy) l«-e-2«f-(a-iy) j^^^ 









Die Potenzen mit dem Exponenten «— 1=«'— 1+w" sind hier folgender- 
massen deiinirt 



(a±iyy-'^''" = e 



(|log(a»+y')±<*rctgi^) (4'-H.M") 



/ . . \.'-l + M" (41og(a»+y»)±.(7r-arctgO)(,'-l+.VO 

(j log («•+<'") ±»»retg—) (ä'— i+M") 






(* log (t« -f 6')±i (ti -arctg — )) («'-1 +i>") 



wobei nach der getroffenen Annahme s—l negativ ist, femer der Werth 

der Function arcus tangentis für ein positives Argument zwischen und ^ 

liegen soll, und bei den Zeichen + die oberen zu einander gehören, und 
ebenso die unteren. Indem in (10.) und (11.) für jeden der vier Sum- 
manden der zu integrirenden Function respective der absolute Betrag ge- 
setzt wird, erhält man die Werthe 

y 



(12.) 



-(l-r)a+-^V^log(o«+»')+«"»Tetg 



J (c-*''-2c-«-^"*co8(y-2« 



0+e~*"*)* 



dy 



^ 



-(1 -r)fl+ il-— log (a»+y')-<"»rctg^ 



^'«*cos(y+2;i0+c-*^*)* ^^ 



— raf 



«'-1 






log (aHy") -«" (n— arctg ^) 



ü 



^''* COS Cy — 2nl)+ e-^-"^"^)^ 



— ra-f" 



Ä*-! 



4.r_i 



log {aH y«) + «" (n -arctg ^) 



,. (l_2e-«-'^«* cos(y + 2;!/) + c-^«-*'»*)* 



dy 



dy. 
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(13.) 



— wr-h 



«'-1 






log («'+6')-«" (n - arctg — ) 



Ü 



(l-2e-*-27iA 008(6+2/10-6-2'-*"*)* 
— (l— r)x+ — ;r— log («'+&') +*" arctg — 



dx 






— rx + 



j'-l 



+r_? 1 



2^* cos(6-2;i0+c -♦"*)* 

log (x» f 6') + »" (t» - arctg — ) 



dx 







(l-2c-'-2''*cos(6-2;i0+c-2'-*''*)* 

- (1— r)x+ -^^ log (xH &»)-»" arctg— 



dx 



+ r— - 







(e-*^x__2e-'-'^^*cos(6+2fi0+c-*''*)* 



dx, 



von denen (12.) den absoluten Betrag von (10.), und (13.) den absoluten 
Betrag von (11.) übertrifft. Der Werth (12.) ist kleiner als das Product 
des Intervalls b in eine Grösse, die kleiner ist als jeder im Laufe der Inte- 
gration auftretende Werth der Function, mithin, wenn mit P und Q zwei 
feste Grössen bezeichnet werden, kleiner als 

(14.) (Pe-''-'"''^"""+Qe-'"''^""")b. 
Femer ist der Werth (13.) kleiner als das Product des grössten Werthes 

*^~ log(x»-t-fe*) 

des Factors e ^ , oder 6*'~\ in das von bis a über die nach Weg- 

lassung jenes Factors zurückbleibende Function ausgedehnte Integral, welches 
unter einer festen Grösse R liegt, folglich kleiner als 

(15.) Rb*'-\ 

m 

Da hier in Folge der gemachten Voraussetzung die Grösse «'—1 negativ 
ist, so nähern sich die absoluten Beträge von (8.) und (9.) der Null, sobald 
man a und b mit der für b angegebenen Beschränkung über jedes Mass 
hinaus wachsen lässt, und dabei die Beziehung zwischen a und b so ein- 
richtet, dass der Ausdruck (14.) gegen die Null convergirt. Also ver- 
schwindet unter den entsprechenden Voraussetzungen der Werth der Inte- 
gration, welche sich auf den Umfang des oben definirten Rechtecks bezieht, 
und deshalb entsteht das Resultat Null, sobald man zu der rechten Seite 
von (7.) die Summe der Integrale addirt, welche in demselben Sinne um 
jeden einzelnen im Inneren des Rechtecks befindlichen Unstetigkeitspunkt 
genommen werden. Es sind dies die Unstetigkeitspunkte ä = — 27i^— 2:^iii, für 
welche 

(16.) -6<-2;?/-27i«<+6 
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ist mithin n alle ganzen Zahlen von der grössten negativen Zahl —N^ bis 
zu der grössten positiven iV durchläuft, die mit den Bedingungen (16.) ver- 
einbar sind. Das um einen beliebigen Punkt a = — 27f^— 27t«« in der an- 
gegebenen Weise herumlaufende Integral erhält den Werth 

Demnach wird die rechte Seite von (7.) gleich der Summe 

^^^•^ n£y. (t+my ' ' 

wobei die Zahlen N^ und N für einen über jedes Mass wachsenden Werth 
der Grösse b zu nehmen sind. Offenbar wachsen dieselben alsdann gleich- 
falls über jedes Mass, während ihre Differenz sich nicht ändert. Da aber 
die einzelnen Glieder der Reihe für hinreichend grosse numerische Werthe 
von n von beliebig kleinem Betrage sind, so darf N, durch N ersetzt werden, 
wodurch (17.) in die Reihe 

übergeht, welche mit der im Eingange durch (^4.) bezeichneten Reihe über- 
einstimmt. Hiernach ist bewiesen, dass die Function der complexen Variable s, 
welche, wofern der reelle Theil von s positiv ist, durch (6.) ausgedrückt wird, 
ftir die Werthe von «, deren reeller Theil algebraisch unter der positiven 
Einheit liegt, die Darstellung durch (18.) gestattet. Für diejenigen Werthe 
von «, deren reeller Theil ein positiver echter Bruch ist, gelten somit beide 
Darstellungen, und daraus folgt die Gleichung zwischen den obigen Reihen 
(.4.) und (R), oder die Gleichung 

2. 
In der vorstehenden Relation fällt das Bildnngsgesetz des allgemeinen 
Gliedes links und des allgemeinen Gliedes rechts zusammen, wie auch in 
der citirten Abhandlung von 1856 bemerkt ist, sobald bei der complexen 
Grösse t = h+li der reelle Theil gleich Null wird. Die reelle Grösse (, 
welche dann keiner ganzen Zahl gleich sein darf, möge jetzt wieder durch 
das Zeichen t bezeichnet werden, so dass (19.) die folgende Gestalt annimmt 

'^^•^ r(i-») 3< (v+my ^ „^A- (ö+^)^' ^^'^' 
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Setzt man hier gleichzeitig l~t? statt v^ ferner —t statt t, and auf der 
rechten Seite —» statt », so folgt die Gleichung 

^^•) 7X1-«) „•£ (l-p+m> =.=£^(-(<+n)t)'- ' ^=«'- 

Durch Addition von (1.) und (2.) aber ergiebt sich die Gleichung 

Ich werde jetzt einen Beweis derselben mittheilen, welcher auf einer all- 
gemeinen Transformation der einfach-unendlichen Thetareihen beruht. Durch 
Anwendung der Gleichung 

welche Riemann bei der zweiten Umformung von ^(«) benutzt hat, kommt 

m^M p—2n(9+m)H 1 m=M /'oe ——1 

(5.) ^ _f = 1 ^ I g-nlv + myfl-2ni.+m)Hß2 Jß 



{n(v+myr /{■!-)• -" 



Durch Vertauschung der Summation und Integration erhält man unter dem 
Integralzeichen für Af = oo eine einfach - unendliche Thetareihe, für welche 
die folgende Transformationsgleichung gilt, 

(6.) £ g-n,n'ß-2„m(.>ß+H) ^1 ^ g ^^ " ^ ' ^ 

m=— 00 yp n= — » 

(S. die Abhandlungen von Herrn Weierstrass , Theorie der ^6e/schen Func- 
tionen, dieses Journal Bd. LH S. 374, und von Herrn Kronecker, Ueber den 
vierten Gati^^chen Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen 
Reste, Monatsbericht der Berliner Akademie vom 29. Juli 1880, S. 691). 
Aus (6.) folgt unmittelbar die Relation 

Durch diese wird die rechte Seite von (5.) in den folgenden Ausdruck ver- 
wandelt 
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Fuhrt man eine neue Integrationsvariable 7 ^-g ei«? »o wird (80 gleich 

(9.) ^ r j' e-'^'^">'^^^^'^y^"~rfy, 

nnd dieses Integral geht dnrch nochmaligen Gebrauch von (4.) in die Reihe 
über 

\ 2 / *=* t?^^^ 



(10-) 7=r^ 2 



1-« ) 



Hiernach entsteht die Gleichung 

(11.) ^ T = ^ .- 

welche mit der zn beweisenden Gleichung (3.) zusammenfällt; denn in Folge 
der Gleichungen 

r(i=i)z-(i+l) = « 



cos^ 

r(«)/Xi-») = -^^^— 

hat man, wie es sein muss, 

28mf r(i-,) r(i=l) I 

(12.) - '^ ^ £ n 



(2«)»-< 



Kt) « 



1-« 



3. 
Indem ich mich dazu wende, die Transformationsgleichung (19.) des 
art. 1 für die in der Einleitung erwähnten />irtcA/e<schen Reihen zu benutzen, 
beginne ich mit denjenigen, welche Dirichlet in der bezüglichen Abhand- 
lung zuerst erörtert hat, und die sich auf eine ungerade Primzahl p be- 
ziehen. Es sei, wie dort, c eine primitive Wurzel des Moduls p; für eine 
beliebige durch p nicht theilbare Zahl r bezeichne y^ den zugehörigen Index, 
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80 daSB 

c^'' ^ r (mod. p) 
ist; (o sei eine Wurzel der Gleichung 

und es werde für alle positiven ganzen durch p nicht theilbaren Zahlen r 
und eine complexe Grösse s mit positivem reellen Theil die Summe gebildet 

(1.) 2:w'^^ = L(co,,y, 

unter den Werthen von (o möge w = 1 ausgeschlossen sein. Um den an- 
gegebenen Zweck zu erreichen, betrachte ich die Ausdrücke, welche Gauss 
bei der zweiten Behandlung der Kreistheilungsgleichung in Disqu. ar. art. 
360, I mit t bezeichnet hat, und die von Jacobi in dem Aufsatze: Ueber die 
Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlenlehre (Monatsbericht der 
Berliner Akademie vom Jahre 1851, und dieses Journal Bd. XXX, S. 166) 
durch F(a) angedeutet sind. Ihre Gestalt ist nach den obigen Festsetzungen 
die folgende 

2rni 2rni Irni 2rni 2r7ii 

(2.) 6~^+cü(e ^ 7+eü'(c ^ y'+-+coP-^(e "" /~' = (o),e~^), 
oder auch 

2rni - 2rni , ,^'^rni 2mi 



(3.) cü^-'e p +io^'e P +... + w''^"'e ^ = («>, e ^ ), 
woraus sich die Gleichung 



2r7ri 2ni 



(4.) (w, e ^ ) = CO '\o), e ^ ) 

ergiebt (S. Bachmann, die Lehre von der Kreistheilung und ihre Beziehung 
zur Zahlentheorie, S. 85). Dadurch, dass in (4.) statt t die Einheit — t, und 
entsprechend o)~^ statt o) gesetzt wird, kommt 

2rni 2ni 



(5.) (a)-\ 6 ^ ) = w'^'^o)-', e ^). 



2711 



Wenn daher die beiden Seiten von (1.) mit dem Factor (w"^, ^ ^ ) mnlti- 
plicirt werden, so entsteht die Gleichung 

2rni „ 2rni , ^ 2rni 

2'»< . T- . „ -2——- . . -y^ , -(1>-1)— — ■ 



(6.) (o) », e " )L{(o, s) = 2: ^ P^ 

Die Reihen, welche hier in die Factoren £o~^», w~^% ... multiplicirt er- 
scheinen, lassen sich bis auf einen Factor durch Addition aus der linken 

18* 
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Seite von (1.) in art. 2 zusammensetzen, sobald v successive gleich den 

Brüchen — , —, ... ^~ ^ und t gleich einer der Zahlen 1, 2, ... (p — 1) 

genommen wird. Weil aber in dieser Gleichung die ganzzahligen Werthe 
von t ausgeschlossen sind, so ist es zweckmässig, in der Gleichung (19.) 
des art. 1 bei der Annahme t = h+il vorauszusetzen, dass h positiv, t gleich 
einer der Zahlen 1, 2, 3, . . . p~l sei, und « den angegebenen Complex von 
Brüchen durchlaufe ; der reelle Theil von s muss von hier ab ein positiver 
echter Bruch sein. Alsdann findet sich, dass 

P 

für einen gegen die Null convergirenden Werth von h in das Product von 
p' und der rechten Seite von (6.) übergeht. In Folge der Gleichung (19.) 
wird aber (7.) gleich der Summe 



v= — 
P 



Man kann nun bemerken, dass die Summe 

deren allgemeines Glied dem Werthe » = entspricht, einen verschwinden- 
den Werth hat; denn wenn man derselben die Gestalt giebt, 

2 



(10.) 



+ £ 



1— « 



n: 



^„ (A+(2+n)i)'- 
+ 

+ 2 



^^-N (Ä + (p-l+n)i)^-' ' 

SO leuchtet ein, dass alle Glieder, für welche der im Nenner befindliche 
Factor von i zwischen den Grenzen —iV+p—1 und iV+1 liegt, den Factor 



2 w 



■ri 



erhalten, der gleich Null ist, während die übrigen Glieder, da der reelle 
Theil von s ein positiver echter Bruch ist, für eine ins Unendliche wachsende 
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Zahl N einen Beitrag liefern, dessen reeller und imaginärer Theil beliebig 
klein sind. Es ist daher gestattet, in (8.) die erste Summation von v = 

bis f) = — auszudehnen. In Folge dessen wird die Summe 

bekanntlich gleich Null oder der Zahl p, je nachdem die ganze Zahl n 
durch p nicht theilbar oder theilbar ist. Deshalb bleiben in (8.) nur die 
Glieder erhalten, bei denen n gleich einem ganzen Vielfachen fp der Prim- 
zahl p ist, und (8.) wird gleich der Reihe 

Der Ausdruck x = l+fp durchläuft die sämmtlichen Zahlen, die durch/? 
nicht theilbar sind, und es ist 

Lässt man jetzt die positive Grösse A ohne Ende gegen die Null abnehmen, 
so convergirt mithin (11.) gegen den Grenzwerth 

und man erhält nach dem, was vorhin bei der Bildung von (7.) ausgeführt 
worden ist, für die linke Seite von (6.) die Gleichung 



2ni 



_ rq-i) ^,_. »^^ c-'-' . __ 



(13.) (w-\ e P)L{io,s) = -^^p'-'£_^j^^^; R = oo. 

Auf der rechten sind die positiven Werthe r = r und die negativen r = — r 
zu trennen. Für die letztern hat man aus bekannten Gründen 

und es wird die nach r auszudehnende Summe gleich dem Aggregat 



1-« 



_ ••1—« „ 



r r*-' r r 

Nach der in (1.) gegebenen Definition ist 

(14.) ^-^ = !(«,->, 1-,). 
Da ferner cd die Gestalt hat 

2ni 



(15.) CO = 6 



— ^1>-1 



T 
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WO die ganze Zahl t nach dem Obigen nicht durch p—\ aufgehen darf, 
80 wird 

(16.) tti" ^ = e--^ = (- 1)% 

und es ergiebt sich aus (13.) die aufzusuchende Transformationsgleichung 
der Function L((o,s) 

(17.) (CO-, e-^)L(io, ,) = ^^ p-(r^"'-"+(-iy e^'"^')I(a,-, 1-,). 

2nt 



Weil die Norm des Ausdrucks (p^e'' ) gleich der Zahl p ist so geht (17.) 
durch die Multiplication mit diesem Ausdruck in die Gleichung Über 

(18.) L(c., s) = ^g^;,-(a,, e^)(6"^^''"%(-l)'r^''^-"')L(a,- 1-,). 

4. 
Bei den />fWc/t/e^schen Reihen, denen eine zusammengesetzte Zahl 
k zu Grunde liegt, unterscheidet sich der Fall, dass k ungerade und dass 
k gerade ist. Für ein ungerades k seien p, p\ ... die darin enthaltenen 

verschiedenen ungeraden Primzahlen, und k^p^p'^ .... Zu der Primzahl- 
potenz p' gehöre die primitive Wurzel c, zu p'^ die primitive Wurzel c', 
u. s. f., und es sei für eine Zahl r, die durch keine der Primzahlen p, p\ .. . 
aufgeht, 

c^' = r (mod. p^), c^'' = r (mod. p'^, . . . 
Indem ferner die Wurzeln cd, o)', ... der Gleichungen 

benutzt werden, haben die der Zahl k entsprechenden Reihen die Definition 

(1.) ^cü^^o^'^^..! = L(co, co\ ..., 0; 

die Summation bezieht sich auf alle positiven durch keine der Primzahlen 
Py p\ . . , theilbaren Zahlen r, und s ist, wie früher, eine complexe Grösse 
mit positivem reellen Theil. Für co, a>', ... mache ich die Voraussetzung, 
dass in den Ausdrücken 

(2.) (o = e C/>-^)^^-' ', co' = 6 (^'-i>P'^'"' \ ... 

die ganze Zahl r nicht durch p, t' nicht durch p' aufgehen soll, u. s. f. 
Zu der Umformung der Function L(a),a)\ ... s) dienen die Ausdrücke, mit 
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deren Hülfe diejenigen Kreistheilangsgleichungen aufgelöst werden, bei denen 
man von einer angeraden Primzahl als Theilangszahl saccessive zu den 
Potenzen derselben aufsteigt. Zu der Theilungszahl p^, wo (> ^ 2, gehört 
dann der Ausdruck 

2rni 2mi 2rni 2rni 2mi 

welcher sich auch so darstellen lässt 

2m» _ 7rni r « ,> ^rn* 2r7ri 

(4.) (o^^e^^ +Q}^'e ^^ +'"+a)P^'''e "^ = (w, e ^^ ); 

die letzte Summation bezieht sich auf alle Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . p% 
welche durch p nicht theilbar sind. Ich werde jetzt die leicht zu beweisen- 
den Eigenschaften dieser Ausdrücke angeben, von denen im Folgenden 

2rni 



Gebrauch gemacht werden wird. Der Werth von ((o^e ^ ) für eine be- 
liebige durch p nicht theilbare Zahl r wird auf den für r = 1 geltenden 
Werth durch die Gleichung 



2r7i» 2ni 



(5.) (oi, e^' ) = oT'^iü, e^) 
zurückgeführt. Die Norm dieses Ausdrucks hat die allgemeine Bestimmung 



2rni 2rni 



(6.) (w, e "* ){u>-\ e '^ ) = p«. 

2mi 

Der Ausdruck (u>, e ''^ ) verschwindet, sobald man entweder statt r eine 

2ni 
__x 

durch p aufgehende Zahl setzt, oder statt co eine solche Wurzel e^^^^ 
substituirt, bei der statt r eine durch p theilbare Zahl getreten ist. 

Unter den geraden Werthen der Zahl k fasse ich nach dem Vorgange 
DirichleU nur diejenigen ins Auge, welche durch 8 theilbar sind ; es besteht 
dann die Zerlegung in Potenzen differenter Primzahlen 

k = 2W''...; i>^. 

Wenn jetzt r eine durch keine in k enthaltene Primzahl theilbare Zahl be- 
deutet, so kommen zu den filr die Moduln p^, p'^\ . . . angegebenen Con- 
gruenzen noch die beiden 

(-ir = r(mod.4), 

(-ir5^'' = r(mod.20 
hinzu, wo a^ die Werthe 0, 1, dagegen ß^ die Werthe 0, 1, 2, . . . 2^~^— 1 
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durchläuft. Mit Zuziehung der Gleichungen 

werden dann die zu der Zahl k gehörenden Dirichletschen Reihen so definirt: 

d^r ^ßr f^Tr s^'y'r 

(7.) ^ ^ ^ ;. " ••• = 1(6, v; «», < ... »), 

WO r alle positiven Zahlen bedeutet, die relativ prim zu Ar sind. Für 6 
wird jeder der beiden Werthe +1 und —1 zugelassen; bei der Wurzel 

271% 

(8.) v^ = 6 ^'-^ "^ 

nehme ich an, dass u eine ungerade Zahl sei. Dem obigen Ausdruck (3.) 
entspricht hier der folgende 

2rTii 2rni 2rni 2rni 



(9.) 



2rni 2rni 2rni 2mi 



2rni 



welcher sich auf die Kreistheilung für die Theilungszahl 2^ bezieht Die 
für diese Ausdrücke nothwendige Annahme, dass A ^ 3 sei, knüpft sich an 
die Thatsache, dass die Wurzeln der zu i = 1 oder i = 2 gehörenden 
Kreistheilungsgleichungen z' = 1 und z* = 1 beziehungsweise gleich den 
Einheiten auf dem Gebiete der reellen oder complexen Grössen sind. Der 
Ausdruck (9.) verwandelt sich leicht in diesen 

2rni 2rni 2rnt 

Für denselben gilt die Gleichung 

2rni 2ni 



(11.) (ö,>; ^ ^' ) = O'^^^fT'^e, rp; e^'), 
und die Bestimmung der Norm 



2rni 2mi 



(12.) (Ö, V,- e '' )(6, xp-'; e '') = 2\ 

2rni 

Auch verschwindet (6^xp;e ^^ ), wofern entweder statt r eine gerade Zahl, 

2ni 

oder statt \p eine solche Wurzel e '^ ' eingesetzt wird, bei welcher an der 
Stelle von ju eine gerade Zahl steht. 
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Üb 



Da nach den jetzt getroffenen Vorbereitungen bei der vorzunehmen- 
den Umformung die verschiedenen in k enthaltenen Primzahlpotenzen gleich- 
massig behandelt werden, so genügt es, die Transformation der in (7.) de- 
finirten Function auseinanderzusetzen. Wenn man in (5.) und (11.) statt t 
die Grösse — i einführt, und diese, so wie die entsprechenden zu den Prim- 
zahlen p'y... gehörenden Qleichungen multiplicirt, so folgt die Relation 



(13.) 



2rni 
IT 



2r7ii 



2mi 



(0, vV e '' )(oi-\ e "* )(m'-\ e "'*) 



2 m' 



2ni 



2ni 



^e'''yj^'(J'ü)'^'\..(6,xi)-';e ^^)(p-\e ^')(p''\e ^'').... 



Durch die Multiplication mit dem auf der rechten Seite befindlichen Prodnct 
von eingeklammerten Ausdrücken entsteht daher aus (7.) die Gleichung 

2ni _ 2ni 

(6, V^"^, e ^^)(co~^, e ^^ )...L(0y tp; w, w\ ...,«) 



(14.) 



2mi 



2rni 



^ (6, v>-'; e ^^ )(<ü-', e p? ). .. 



= :s 

r 



Vermittelst der Darstellungen (4.) und (10.) wird die rechte Seite gleich 
der mehrfachen Summe 



(15.) 









9' 






) 



hier durchläuft q die ungeraden Zahlen von 1 bis 2\ g die durch p nicht 
theilbaren Zahlen von 1 bis p^, u. s. f. Setzt man nun 

bezeichnet mit r» den Inbegriff der relativen Primzahlen za k, die positiv 
und kleiner als Ar sind, mit h eine positive Grösse, so leuchtet ein, dass die 
Summe 



(17.) 



J m=M 



»*=J" ^ /9 ^. - ' 



Ä* m=ü »•* ' 



-271 (-i.4-m)cÄ-|.i/) 



M=oo 



für ein gegen die Null abnehmendes A gegen (15.) convergirt. Durch die 

Substitution / = ä+i7, ^—^ geht jetzt die Gleichung (19.) des art. 1 in 
die folgende über: 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 19 



146 Lipschitz, Eigenschaften einer Gattung unendlicher Reihen. 

v-'-^v "fri — 7\ '^ TZ: ^^ ^ -^ 7r777T"YrvT=r M=oo^ iV=:x). 

/ ( 1 - s; „,=1, / jr4_ Y ^-i^r (Ä + (/ + «» ' ' 

Hier gilt die Annahme, dass der reelle Theil von s ein positiver echter 
Bruch sei, welche von nun ab festgehalten wird. Demnach wird (17.) gleich 
der Summe 

(19.) (£74.;Cf-F«"°'^"^""""'"-'''-ir^,-!-r; Af=- 

Wenn man hier statt Tj, eine Zahl u substituirt, welche mit k einen gemein- 
samen Theiler hat, so erhält die nach n und / in der angegebenen Weise 
auszudehnende Summe die Eigenschaft, zu verschwinden. Da die Zahlen / 
nach der in (16.) gegebenen Definition zu k relativ prim und unter ein- 
ander incongruent sind, da ferner der Werth von (15.) nicht geändert wird, 
sobald flir / eine mit / nach dem Modul k congruente Zahl gesetzt wird, 
so ist es gestattet, statt der zu untersuchenden Summe die Summe 

n=N ^"^T* 

(20.) !s -Sfi7irr7i:i-w=r; N = oo 

zu betrachten, wo / die Reihe der Zahlen von bis A— 1 durchläuft, und, 
sobald / mit k ohne Theiler ist, 

wenn aber / mit k einen gemeinsamen Theiler hat, 

6, = 

genommen wird. Ordnet man jetzt die in (20.) vereinigten Reihen, welche 
den k auf einander folgenden Werthen von / entsprechen, nach den auf- 
tretenden Nennern, so gehört, abgesehen von den Nennern, welche mit den 
extremen Werthen von n correspondiren und unter den obwaltenden Vor- 
aussetzungen zu dem Gesammtwerthe beliebig kleine Beiträge liefern, zu 
jedem Nenner ein Aggregat von Factoren, das sich leicht bestimmen lässt- 
Es sei in einem Nenner für die Zahl /+« der Werth 8 vorgeschrieben. 
Dann gehören zu den Werthen / = 0, 1, 2, 3, ... /r— 1 beziehungsweise 
die Werthe « = c^, (^ — 1, ... (J—ft+l, und man findet in (20.) das Aggregat 
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2nu t. 



Der Zähler desselben ist gleich dem Produet der Grösse e * in das 
Produet 

2uni 2uni 2uni 

(22.) (Ö, rp-\ e '' )(w-\ e" "^ )(to'-, e '■'').... 

Weil aber angenommen ist, dass die Zahl u mit k einen gemeinsamen Theiler 
habe, so muss u entweder mit 2\ oder mit p% oder mit p'^'^ u. s. f. einen 
gemeinsamen Theiler besitzen. Nach einem vorhin angeführten Satze ver- 
schwindet jeder Factor von (22.), fllr den diese Voraussetzung zutrifft. Es 
muss also (22.) unbedingt gleich Null sein, und damit ist die Behauptung 
erwiesen, dass die Summe (20.) den Werth Null hat. 

Aus dieser Thatsache folgt, dass der Werth der Summe (19.) derselbe 
bleibt, wenn man Vj, die vollständige Reihe der Zahlen von bis &— 1 
durchlaufen lässt. Indem man dies thut, ergiebt sich, dass die Summe 

2:e * * fllr alle Werthe von n verschwindet, die nicht durch k aufgehen, 

dagegen für die sämmtlichen Vielfachen fk gleich k wird. Demnach erhält 
(19.) die Bestimmung 

Setzt man, wie oben, x=^l+fk, so gelten für alle durch (16.) bestimmten 
Indices die Gleichungen 

und r wird successive gleich allen relativen Primzahlen zu k von r = — ß 
bis r = Ä, fllr ein wachsendes R. Indem die positive Grösse A der Null 
genähert wird, convergirt (23.) gegen den Grenzwerth 

^24-) -(fe)^* \I. ^^-(iiF^ 5 fi = -. 

Es ergiebt sich daher für die linke Seite von (14.) die Darstellung 



: F = oo. 



(25.) 



Zjii 2ni 



(6, v"V e '^)(to-*, e '^)...L(6, y>; w, w', . . ., s) 



Indem wieder die positiven Werthe r = r von den negativen r = — r ge- 
sondert werden, geht wegen der Gleichungen 

19* 
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n-o = Yr 4-V-''*"*' 



K-r) = Y'r + 



• < p.!z±«v'-i 

2 ^ ' 



ßi-0 = ßr 

die nach r za nehmende Summe in das folgende Aggregat Über 



I — **r,,,—Pr„. yr,a'~Tr 



-^>(«-»)„ e -'\p '-'tO "^W 

e £ 



.!-< 



+ e 



P-^ >o-l P'-^ -./.'-l 



^•0-')^ --^^TT^P?-* -^^V^P'^ 



00) 



CÜ 



r 2 



...Z 



«•1— • 



In Folge der Gleichungen (2.) wird 



pzi.p-1 _p:=i„,P'-i 



7>e 



(26.) CO ^ ' CO' ^ ^ ... = (-1)^+»'+- •; 

die nach r auszuführende Summe ist vermöge der in (7.) enthaltenen De- 
finition gleich der Function L(6, xp'^; 0}"^ a)'-\ , . ., 1—«), und die Gleichung 
(25.) liefert die abzuleitende Transformation 

(ö, t/;-',- e ^' )(co"*, e **" )...L(0, ifj; w, co', .,.,«) 



(27.) 



n 



= i:(i=?).P-v."'^'-V/jr_iv.-+.-.T'C'-). 



= Yä)^*'-'(« ' +ö(-17--+ -e^ •^- ")L(Ö, v;-- «,-», «,'-', ..., 1-,). 

Mit Hülfe der Gleichungen (6.) und (12.) kann diese auch in die folgende 
Gestalt gebracht werden 



(28.) 



L(ö, yj; 0), co', . . •, s) 

2ni 2ni 



^^=^Ä-(Ö, rp; e ^' )(co, e^' )...{e' >''\e(r'\y^-^-e^''''''') 

XL(P, xp"^; (x)-\ co'-*, ..., 1—*). 



O. 

Durch die letzte Gleichung des vorigen Artikels werden die Werthe 
derselben Function 

L(6^ xp; CO, co', . . ., s) und L(0, \p'^; a)-\ co'-^, . . ., 1—«) 

mit einander verknüpft, bei welchen den Einheitswurzeln ö, ip, w, to', ... der 
Reihe nach die beziehungsweise conjugirten Grössen 0, xp"^, co"*, «i'"*, . . . 
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entsprechen; zugleich correspondirt dem Exponenten s, dessen reeller Theil 
zwischen und 1 liegt, der Exponent 1—*, dessen reeller Theil die gleiche Be- 
schaffenheit hat. In Folge dessen wird der Werth L(6, tp"^; (o"^, a}'^\ ..., 1— *) 
mit dem Werthe L(Oy yj; w, co', ...,«) conjugirt, sobald dem Exponenten s der 
Werth ^ beigelegt wird. Da /'(i) = ^* ^^t, so ergiebt sich bei dieser An- 
nahme aus (28.) des vorigen Artikels die Gleichung 

L(e, xfj; w, a)\ . . ., \) 



(1.) 



2ni 



2ni 



=■- ^ 2 + 2 V jti 

xL(e, tp; w, w', ..., I). 



Offenbar wird der Ausdruck 



l+ö(-iy+^'+" , — 14-ö(~l)^+"'+- . 



f gleich +1 



2 ' 2 

oder — t, je nachdem ö(— iy^^'+" gleich +1 oder —1 ist. 

Ist Ar gleich einer einzigen ungeraden Primzahl p^ so kommt ver- 
möge (18.) des art. 3 



(2.) 



2ni 



i(», i) = {^^-+=^^'^iy^^H.o-', «, 



p' 



2ni 



w = e' ; T nicht theilbar durch p—1. 
Für k gleich der Potenz einer ungeraden Primzahl p^ findet sich 



(3.) 



2 



2ni 



W = 6^"-'^^^ 



— 1 



T nicht theilbar durch p. 



Wenn & = 2\ A > 3 ist, so erhält man 



(4.) 



/'(ö, v; i) = (-^+ 



_ / l+ö , -l + Ö A {0. v; e»*) 



) 



27r£ 
2^ 



2' 



y-L(6, v^-V I), 



271» 



ö^ = 1, v; = e ' 
In Betreff der Ausdrücke 



x-i 



^ ungerade. 



2ni 



2/1« 



27< 



ist daran zu erinnern, dass wegen der Gleichung (4.) des art 3, ferner 
der Gleichungen (5.) und (11.) des art. 4, wenn für die in (2.) und (3.) 
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mit T bezeichnete Zahl deren grösster gemeinsamer Theiler mit p— 1 durch 
d bezeichnet wird, und r wieder eine durch p nicht theilbare, oder bezie- 

hungsweise ungerade Zahl bedeutet, die Potenz ((o,e'' ) ** gleich einer 
rationalen ganzen Function des zugehörigen w mit ganzzahligen Coefficienten, 

die Potenz (w, e ^ ) gleich einer rationalen ganzen Function des 



2rni 



betreffenden w mit ganzzahligen Coefficienten, und die Potenz (0, ^p; e ^^ y^ ^ 
gleich einer ebensolchen Function des bezüglichen yj ist. Da nun ferner 

2rni 2rni 

die Norm von (w, e ^ ) gleich p, die Norm von (w, e ^^ ) gleich p^, die 

2r7ii 

Norm von (ö, yj;e * ) gleich 2^ ist so hängt die Bestimmung der drei Aus- 
drücke selbst, wie in Disqu. ar. art. 360, IV bemerkt ist, von der Aufgabe 

ab, einen gegebenen Winkel beziehungsweise in ^T^ , oder in ( ^"T )p^"'\ 

oder in 2^~^ gleiche Theile zu theilen. Es sind also die zu den verschiedenen 

Trni 2mi 



Werthen von r gehörenden Werthe des Ausdrucks (co, e ' ) oder (o),e^) 



2rni 



oder (o), e ^^ ) gleich den verschiedenen Wurzeln derselben reinen Gleichung 
von dem angegebenen Grade. Doch verursacht es eine eigenthttm liehe 
Schwierigkeit, wo es sich um die ungeraden Primzahlen oder deren Potenzen 
handelt, genau diejenige Wurzel zu unterscheiden, welche einem vorge- 
schriebenen Werthe von r, etwa r=l, zugehört Für den Fall, dass die 

Kreistheilungszahl eine ungerade Primzahl p ist, die Zahl t gleich ^T" 

genommen wird, mithin w = — 1 ist, hat Gauss diese Schwierigkeit in Disqu. 
ar. art 356 hervorgehoben, und zugleich deren Lösung angegeben, wäh- 
rend diese erst in der Abhandlung: Summatio quarumdam serierum singu- 
larium vollständig entwickelt ist. Derselbe Gegenstand ist später zum Aus- 
gangspunkt verschiedener hervorragender Arbeiten geworden. Auf die be- 
zeichnete Frage bei der Voraussetzung, dass die Kreistheilungszahl eine 

j — 

Primzahl p von der Form 6w+l ist, und t = -^-^ — ^ oder (jDr:=e ^ gesetzt 

wird, bezieht sich die Abhandlung des Herrn Kummer: De residuis cubicis 
disquisitiones nonnullae analyticae, Bd. XXXII dieses Journals, S. 341. In 
seiner Allgemeinheit ist das in Rede stehende Problem, soviel ich weiss, 
bisher noch unerledigt. 
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Eb besteht nun ein bemerkenswerther Zasammenbang zwiseben diesem 
Problem und den so eben durch die Annahme s = ^ abgeleiteten Glei- 

chungen. Setzt man in (2.) die Zahl r gleich -^ — , oder a) = — 1, so 

fallen die Functionswerthe L((o, ^) und I(cü"^, |) zusammen, und es ergiebt 
sich die folgende Erwägung. Entweder die Function i(— 1, s) ist so be- 
schaffen, dass sie fUr « = ^ verschwindet; dann würde die betreffende Glei- 
chung (2.) inhaltlos sein. Oder die Function L(— 1, s) verschwindet für 
s =^ ^ nicht Wäre das letztere der Fall, so würde der von Null ver- 
schiedene Factor L(— 1, ^) auf den beiden Seiten der Gleichung fortgelassen 
werden dürfen, und man erhielte die Gleichung 

j>— 1 p — 1 'ini 

^ " \ 2 "^ 2 V p* ' 

2rni 

durch welche der Werth des Ausdrucks (—1, c ** ) für r = 1 unzweifelhaft 
bestimmt wird; es wäre also für das oben erwähnte von Gauss herrührende 
und zuerst bewiesene Resultat eine neue Begründung gefunden. 

Die übrigen Werthe, die für lo in den obigen Relationen (2.) und 
(3.) zur Anwendung kommen können, sind complexe Grössen, deren ima- 
ginärer Theil nicht gleich Null ist, so dass L(tt>, ^) und L(a)''\ ^) complex 
und conjugirt, aber nicht einander gleich werden. Hier ist wieder die 
doppelte Möglichkeit zu erörtern , dass LQv, ^) gleich Null oder von Null 
verschieden sei. Im ersteren Falle würde /-(co"^, ^) als die conjugirte Grösse 
ebenfalls gleich Null sein, und die betreffende Relation (2.) oder (3.) keinen 
Inhalt haben. In dem entgegengesetzten Falle würde auch L(ü)~^, ^) nicht 
gleich Null sein, und man dürfte aus (2.) oder (3.) respective die Gleichung 



2m 

l+(-l)- , -1+(~1)2 A (co,eP) L(w,i) 



(2±<-i2'_+-^-_i21,) 



oder 



T 



2ni 



^ 2 "^ 2 V ^ " L(ai-^ i) 



P' 



ableiten. Da die auf der rechten Seite befindlichen unendlichen Reihen 
ausser der gewählten Einheitswurzel co keine anderen Bestandtheile als 
die positiven Quadratwurzeln aus positiven ganzen Zahlen enthalten, so 



2m i 



Würde auf diese Weise der Werth des Ausdrucks (iü, c ''^ ) für r — 1 ohne 
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Zweideutigkeit dargestellt sein, und die auftretenden Z>fncA/^/8chen Reihen 
würden ein analytisches Mittel bilden, um die oben erwähnten reinen Glei- 
chungen wirklich aufzulösen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, um die 
Theilung des betreffenden Winkels in die angegebene Anzahl gleicher Theilc 
durch directe Rechnung auszuführen. 

Wie leicht zu sehen, können in Bezug auf die Relation (4.) ähnliche 
Betrachtungen angestellt werden, welche indessen nicht die gleiche Be- 
deutung haben, da die hier zu lösende Aufgabe, die Theilung eines ge- 
gebenen Winkels in 2^ Theile, auf die successive Ausziehnng von Quadrat- 
wurzeln reducirt werden kann. 

Aus den niitgetheilten Beobachtungen leuchtet ein, dass es sehr 
wUnschenswerth ist, festzustellen, ob die in (2.), (3.), (4) erscheinenden 
Functionen L(w, |), I(ö, xp; i) verschwinden oder von Null verschieden sind. 
Ich behalte mir vor, auf diese Frage später einzugehen. 



6. 

Die im Vorhergehenden erörterte Auflösung der Kreistheilungsglei- 
chung für eine beliebige Theilungszahl k setzt voraus, dass die Kreis- 
theilungsgleichungen, welche zu gewissen mit k zusammenhängenden Thei- 
lungszahlen gehören, schon gelöst seien. Man kann daher das betreffende 
Verfahren als eine successive Reduction auffassen, und sich von den nach 
einander auftretenden Theilungszahlen Rechenschaft geben. Es möge mit 
y(k) = k^^^ diejenige Zahl bezeichnet werden, welche gleich dem Product 
der verschiedenen in k enthaltenen Primzahlen ist. Wenn fenier die Anzahl 
der relativen Primzahlen zu k^^^ aus der Reihe 1, 2, ... Ar^*^, wie gewöhn- 
lich, mit 7:(&^*^) = A^^^ notirt wird, so ist klar, dass bei der Theilung des 

Kreises in k Theile angenommen ist, dass die Theilung in y(&^*^) t^jj- Theile 

schon vollendet sei. Ebenso ist bei der Theilung des Kreises in 1f^^ Theile 
vorausgesetzt, dass die Theilung in (f(k^^^) Theile schon vorliege. Für die 
Theilung des Kreises in ip(kS^^) = k^'^^ Theile lässt sich nun dieselbe Be- 
trachtung wiederholen und dieser Process fortsetzen, bis er sein Ende er- 
reicht. In der That werden auf die beliebig gegebene Zahl k die beiden 
Charakteristiken /(or) und (f(jj) in regelmässig abwechselnder Folge an- 
gewendet, wodurch man eine vollständig bestimmte Reihe von Zahlen erhält: 
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(!•) 



Theilungszähl = k, 

X(k) = k^'\ 

n. s. f. 



Weil für jede Zahl x 



dagegen für jede Zahl y mit Ausnahme der Einheit 

ist, so bilden die Zahlen *, &^^^, &^*^, . . . eine Reihe, bei der jedes Individuum 
noth wendig kleiner als das vorhergehende ist, und die deshalb ein Ende 
erreichen muss. Weil ferner A^*^ ^ k, k^^^ ^ k^^\ ... ist, so nimmt auch 
die Reihe der Zahlen &^^^, k^^^, . . . beständig ab. Für die Produete diffe- 
renter Primzahlen k^^\ A^^^, ... als Argument ist der Werth der jEwferschen 
Charakteristik (p eine gerade Zahl, den einzigen Fall ausgenommen, dass das 
Argument gleich der Zahl Zwei selbst ist. Mithin lässt sich das angegebene 
Verfahren so lange weiter führen, als in der Reihe der Zahlen k^^\ k^^\ . . . 
nicht der Werth Zwei erscheint. Weil jedoch das Verfahren nicht ohne Ende 
fortgehen kann, so muss in der Reihe schliesslich die Zahl Zwei erscheinen, 
indem filr einen ungeraden Zeiger 2r— 1 die Gleichung 

(2.) &^'''-^> = 2 

auftritt. Aus derselben folgt dann 

(3.) (/)(Ä^^''-^^) = Ä^^''^=1; 

und damit ist das Verfahren geschlossen. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
zu jeder beliebigen Zahl k eine Zahl v gehört, durch welche die Anzahl der 
Schritte des mit k vorgenommenen Verfahrens bestimmt wird. Der Werth 
dieser Zahl v bietet einen Eintheilungsgrtmd für die sämmilichen Zahlen in 
Klassen, indem alle Zahlen, für welche v denselben vorgeschriebenen Werth 
hat, in die vte Klasse zvsammengefasst werden. 

Wenn man das System von Definitionsgleichungen (1.) in umgekehr- 
ter Ordnung durchläuft, und mit den letzten Gleichungen (2.) und (3.) be- 
ginnt, so findet sich 
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(4.) 



{ <^(F'-») = Ä<^'' = 1, 



Aus der Gleichang xi^^"'^^) = 2 folgt, dass die sämmtlichen in A'*'-*' ent- 
haltenen Primfactoren mit der Primzahl Zwei tibereinstimmen mtissen, oder 
dass A^*'"*^ nothwendig gleich einer Potenz von Zwei ist, 

(5.) F'-') = 2". 

Femer ist ^''"-^^ gleich einem Prodoct differenter Primzahlen, unter denen 
nach dem Obigen auch die Zwei vorkommt, oder 

(6.) &(*"-'> = 2pp'.... 

In Folge dessen nimmt die Gleichung y(*^'*^"*^) = ft^*"-*' die folgende Ge- 
stalt an 

(7.) (p-l)(p'-l)- = 2«. 

Weil aber 2"* keine anderen Factoren haben kann als Potenzen der Zwei, 
so zieht (7.) die Reihe von Gleichungen nach sich 

(8.) ^-1 = 2", p'-l = 2% . . . 

Deshalb sind die Primzahlen p^ p\ ... darch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass respective der Werth der . Verbindung p — 1, p'— 1, ..- gleich einer 
positiven Potenz von Zwei sein muss, und fallen mit den Primzahlen zu- 
sammen, für welche als Theilungszahlen die Kreistheilung mit alleiniger 
Hülfe des Lineals und Zirkels bewerkstelligt werden kann. 

Indem man die Primzahlen, die zur vten Klasse gehören, als Prim- 
zahlen der i'ten Klasse bezeichnet, lässt sich jetzt die Frage nach den 
sämmtlichen Zahlen der i^ten Klasse und den sämmtlichen Primzahlen der 
i^ten Klasse für die erste und zweite Klasse vollständig beantworten. Die 
erste Klasse von Primzahlen enthält nur die Primzahl Zwei, die erste Klasse 
von Zahlen nur die positiven Potenzen von Zwei. Die Primzahlen der zweiten 
Klasse sind diejenigen Primzahlen pzy welche um die Einheit vermindert gleich 
einer Zahl der ersten Klasse, d. h, einer positiven Potenz von Zwei sind. Die 
Zahlen der zweiten Klasse sind die Producte aus Potenzen, deren Basen gleich 
Zwei oder gleich Primzahlen der ersten Klasse sind, und zwar dürfen in dem 
Product die Primzahlen der ersten Klasse nicht fehlen. Man kann nun in 
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dem System (4) schrittweise weiter gehen, die entsprechenden Ueberlegangen 
wiederholen, und sich durch Anwendung des Systems (1.) leicht überzeugen, 
dass, wenn eine Zahl k von der i^ten Klasse mit einer Zahl k' von der 
y'ten Klasse multiplicirt wird, und v^v' ist, das Product kk nothwendig 
zur vten Klasse gehört. Auf diese Weise gelangt man zu dem folgenden 
Ergebniss, durch welches die Primzahlen wie die Zahlen einer gegebenen 
vten Klasse in recurrirender Weise vollständig charakterisirt werden. Eine 
Primzahl pr der vten Klasse ist eine solche^ bei der der Werth p^—l gleich 
einer Zahl der (y-'V)ten Klasse ist. Eine Zahl m^ der vten Klasse ist gleich 
einem Product von Potenzen von Primzahlen, die allen Klassen von der ersten 
bis zur vten angehören, bei welchem Product die Primzahlen der vten Klasse 
nicht fehlen dürfen. 

Für die 24 ungeraden Primzahlen des ersten Hundert ergiebt sich 
die folgende Eintheilung: zur zweiten Klasse gehören 3, 5, 17, zur dritten 
Klasse 7, 11, 13, 19, 31, 37, 41, 61, 73, 97, zur vierten Klasse 23, 29, 
43, 53, 67, 71, 79, 83, 89, zur fünften Klasse 47, 59. Nachdem die all- 
gemeinen Kriterien festgestellt sind, lassen sich auf sehr einfache Art die 
Reihen bestimmen, welche entstehen, indem man mit einer complexen Grösse 
Sy deren reeller Theil grösser als Eins ist, fUr alle Zahlen der gegebenen 
yten Klasse die Summe bildet 

(9.) ^^. 

Vfiy 

Nach dem Obigen hat man für v =1 die Gleichung 

^ l_ _ «=» 1 



m\ «-Si 2«*' 

mithin 

(10.) 1 =H-^A_. 

2' 

Es sei femer das über die sämmtlichen Primzahlen der vten Klasse aus- 
gedehnte Product 

(11.) ^"1 — V- = ''-'«• 

Pv Pr 

Dann ergiebt sich fUr die zu den auf einander folgenden Klassen gehörenden 
Summen aus dem, was entwickelt worden, die Bestimmung 

20» 
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(12.) 



^-^ 



Y P^(ß) 



'-¥ 



j-P.(*)P,(*) 



tn\ m\' 






'-¥ 



j-P.WaC»)-..'*.« = l+-2-^ + 



\+^^ + 



m 



tn', 



+ 2 



m 



Durch die so eben vorgenommene Eintheilung der Primzahlen in 
Klassen wird auch die längst aufgeworfene, aber meines Wissens bisher 
nicht beantwortete Frage in ein neues Licht gerückt, ob die Anzahl der 
Primzahlen von der Gestalt 2"+! endlich oder unendlich sei. Es zeigt 
sich, dass dieselbe zu einer Kette von Fragen gehört, welche dahin lauten, 
ob die Anzahl der Primzahlen p], der vten Klasse für die Werthe y = 2, 3, . . . 
endlich oder unendlich sei, ferner ob die Anzahl der Klassen von Prim- 
zahlen endlich oder unendlich sei. Gegenwärtig kann man nur soviel mit 
Sicherheit erkennen, dass es unmöglich ist, dass sowohl jede Klasse nur eine 
endliche Anzahl von Primzahlen enthalte, und dass gleichzeitig die Anzahl 
der Klassen endlich sei. Denn wenn dies der Fall wäre, so müsste die 
Anzahl aller Primzahlen eine beschränkte sein, was schon Euklid als un- 
möglich erwiesen hat. 

Bonn, den 25. März 1889. 
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Bemerkungen über die Darstellung von Beihen 

durch Integrale. 

(Von L. Kronecker,) 



JMach Dirichlet nähert sich unter gewissen über die Function F(a) 
zu machenden Voraussetzungen die Summe: 

£ / F(a)co82&(a-«)7irfa oder 2 / F(s) «'*<—>"*</» 

k=-n *^ *=-»! ^ 

mit wachsendem n einem der beiden Werthe: 

^lim(F(r+(T)+F(t?-(y)), |lim(F(p+(T)+F(()+l-(T)) (a>o), 

je nachdem t? innerhalb des Intervalles (p, p+ 1) oder in einem der beiden 
Endpunkte desselben liegt. Nimmt man p = und F(v) = e^*""**, wo w eine 
beliebige (complexe) Grösse bedeutet, so kommt: 

lim*^%'*''''/''ß''^"'-*^'''rfa = e''''"' oder ^(1+6'''"% 



n=(» — - ,, 



je nachdem r innerhalb des Intervalles (0, 1) oder an einer der Grenzen 
liegt. Nach Ausführung der Integration ergiebt sich hieraus im letzteren 
Falle die Partialbruchzerlegung von cotir^i, im ersteren die Formel: 

welche also nichts Anderes als die Fot/rtersche Reihenentwickelung von 
^vwTii Q^^j. y^jj cos 2« fr /i und sin 2t? er n enthält*). 

Diese Bedeutung der Formel (^4.), aus welcher sich ihre Ableitung 
unmittelbar ergiebt, habe ich im art. I meines Aufsatzes: „Zur Theorie der 
elliptischen Functionen"**), wo ich von derselben Gebrauch zu machen 



*) Die Gleichung (il.) gilt, wenn man auf beiden Seiten mit e^^^—l multiplicirt, 
auch noch für ganzzahlige Werthe von tc, 

*•) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften von 1883 Stück XX. 
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hatte, hervorgehoben aber verabsäumt hinzuzufügen, dass sie sich bereits 
in einer Abhandlung*) des Herrn Lipschitz findet, wo sie als Resultat der 
Specialisirung allgemeinerer Gleichungen erscheint. Dass dieselbe Formel 
aus Gleichungen zu erschliessen ist, welche in der Poissomchen Abhand- 
lung: „Sur le calcul num^rique des Integrales d^finies" vorkommen, und 
dass sie endlich auch aus der Darstellung der wten Potenz einer Variabein 
durch das Cauchy&che Integral hervorgeht, habe ich im art. X meines Auf- 
satzes **) „ lieber eine bei Anwendung der partiellen Integration nützlichen 
Formel" dargelegt. 

Herr Lipschitz hat in der citirten Abhandlung die allgemeinere Reihe: 

lim 2; \ii? -*)-*' e^*^* o»<:r<:i), 

ns=x k=—n 

welche für den speciellen Fall a = 1 in die Reihe auf der rechten Seite 
der Gleichung (A.) übergeht, durch ein Integral dargestellt. Eine andere 
Integraldarstellung erhält man (für nicht reelle Werthe von «?), wenn man 
den Factor (w—k)"" durch das Catic^j^sche Integral ausdrückt und alsdann 
die Gleichung (A.) zur Summirung unter dem Integralzeichen benutzt Denn 
wenn f(z) irgend eine Function der complexen Variabein z = x+yi be- 
deutet, welche nebst ihrer Ableitung in einem die a;-Axe einschliessenden 
Streifen eindeutig und endlich ist und sich bei wachsenden Werthen von x 
der Null nähert, so ist: 

lim 2: fiky^' = ö^lim/ 2; ^—rrQs)dz, 

vorausgesetzt, dass die Reihe auf der linken Seite convergirt, und dass die 
Integration auf der rechten Seite über die Umgrenzung jenes Streifens er- 
streckt wird. Bei Anwendung der Formel (A.) wird also: 

oder : 

Diese letztere Gleichung folgt aber auch unmittelbar daraus, dass 
die Unendlichkeitsstellen der Function unter dem Integralzeichen auf der 



*) „Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten Reihe.** Bd. 54, S. 320, 
Formel (12.). 

**) Sitzungsberichte der Akademie der AVissenschaften von 1885 Stück XXXVIII. 
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rechten Seite einzig und allein durch die ganzzahligen Werthe von z re- 
präsentirt werden, und in derselben Weise ergiebt sich überhaupt eine Dar- 
stellung von Reihen durch Integrale mittels der Gleichung: 

welche, wenn f(x+yt) in dem von den geraden Linien y = -^t] und y = +17 
umgrenzten Streifen die obigen Voraussetzungen erfüllt, und daher das Re- 
sultat der Integration von f— i?i bis S+tji für unendlich grosse (nicht ganz- 
zahlige) Werthe von | verschwindet, auf die Form: 

(ß'O F(0)+2*J^F(A) = i^gn.Ti f^"^ F(x+7it)cot(x+7ii)7idx 

—00 

gebracht werden kann, in welcher zur Vereinfachung /'(«)+/'(—«) = 2F(«) 
gesetzt ist. 

Wird in dem Ausdruck: 

in welchem für f(z) die obigen Voraussetzungen festgehalten werden, die 
Integration über die Umgrenzung eines die ganze x-Axe und auch den 
Punkt a,j enthaltenden Gebiets erstreckt, so ist sein Werth gleich: 

7icotZonf(i,;)- Z -T^iT' 

Falls nun cot«7T/'(«) für unendlich grosse Werthe von ss — etwa einzelne 
Punkte ausgenommen — verschwindet, kann die Integration in (C) über 
einen Kreis mit unendlich grossem Radius erstreckt werden, und da alsdann 
der Werth des Integrals sich der Null nähert, so resultirt die Gleichung: 



welche nichts Anderes als die Zerlegung von ncotz7if(z) in Partialbrüche 
darstellt. Sie enthält aber zugleich jene zuerst von Herrn Lipschilz auf- 
gestellte Gleichung (A.) als speciellen Fall, da sie in diese übergeht, wenn: 

gesetzt wird. Hierbei erfüllt f(z) die obigen Voraussetzungen, sobald v 
zwischen Null und Eins liegt. 
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Sur quelques thöorämes de Dirichlet. 

(Par M. F. Tano ä Rome.) 



I. 

JJang son Memoire intitnl^ „Einige neue Sätze über unbestimmte 
Gleichungen"*), Dirichlet d^montre quelques th^or^mes sur la possibilit^, 
en nombres entiers, de T^quation 

x'^-Ay'' = -1. 

Cependant Dirichlet ne va pas au delä du cas oü l'entier A est compos^ 
seulement de trois facteurs premiers. Dans la präsente Note je me propose 
de consid^rer le cas de A compos^ d'un nombre quelconque de facteurs 
Premiers. Avant Dirichlet cette ^quation avait ^t^ ^tudi^e par de c^l^bres 
math^maticiens. Lagrange, comme Tobserve Dirichlet lui-m6me, avait con- 
jectur^ dans son premier Memoire sur les ^quations indetermin^es**), que 
V^quatiou dont il s'agit est possible en nombres entiers lorsque A ne contient 
que des facteurs premiers impairs de la forme 4iw4-l. Cette condition est 
n^cessaire parce que sans cela A ne pourrait 6tre diviseur de x^+lj comme 
Texige l'^quation; seulement eile n'est pas süffisante, parce que, par exemple, 
eile est remplie par -4 = 5.41 sans que pour cela T^quation admette de 
Solution. 

Pour cause de brifevet^, je me servirai dans ces recherches d'uu 
Symbole analogue k celui de Legendre^ Symbole dont Dirichlet fait usage 
dans le susdit Memoire. Soit c un nombre premier de la forme 4m+l et 

a un nombre non-divisible par c, pour lequel (— ) = +1, c'est-ä-dire 



c— 1 



a ^ ^=1 (mod. c), 
alors on aura 



*) Al)handlungon der Berliner Akademie. 1834. 
**) Mclanges de Turin, Tome IV, seconde partie, p. 88. 
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c— 1 



a * = +1 ou —1 (mod. c). 
Ce reste +1 ou — 1 est repr^sent^ par Dirichtet k Taide du Symbole 



C 4 



IL 
D^notons par o,, Oi, 03, ... a, diff6rent8 nombres premiers =: 1 (mod. 4) 
et soit x=T, y = U \a. solation minima de l'^quation Pellienne 

x-'-Ay' = +1 
oü i4 = ai.ai.ai...a^} noas anrons 

(p.) (T+l)(r-l) = AU\ 

Mettons 

V = h.k.l; 

nne d^composition qaelconqne de (;».) ponrra Stre repr^sent^e par 

T+1 = h.Q.1^, 

T-1 = h.R.P, 
oü Ton a fait 



et il en r^snlte 



Qie-Rf = j 



Si ^ OQ CO ^tait z^ro, la d^composition en qaestion fonrnirait 

k^-AP = j, /^_^ip = -|-, 

et il est Evident qne h ne peut ^tie qne 1 on bien 2. Or comme la d^- 
composition de T*— 1 en deux facteurs T+l et T— 1 qoi ne diff&rent que 
de deux nnit^s, ne pent se faire qne d'ane seule mani^re, nne seule relation 
d'ane des formes saivantes doit €tre v^rifiöe *). 

(1.) Qlt'-Rr = +1, 

(2.) Qk^~RP = +2, 

(3.) k'-AP = +1, 

(4.) k'-AP = +2, 

(5.) r-Ak' = -1, 

(6.) r-Ak" = -2. 

•) Legendre, Theorie des Nombres, S'*"»» ed., Tome I, p. 66. 
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Mais quelqne hypoth^se qa'on puisse faire sur la forme paire ou impaire 
de / et k, les ^quations (2.), (4.), (6.) n'ont jamais leurs premiers membres 
de la forme +2 et —2; V^quation (3.) doit 6tre exclue par la raison qae 
X = Ty y = U e&t Ib. Solution minima de T^quation donn^e 

x'^Ay' = +1; 

done, il ne reste que (5.) et (1.), et pour celle-ci on devrait avoir 

Sapposons ä präsent n impair, et en m€me temps aucun ou senlement an 
des restes 



(^) 



^aj' \a[)' \a\)' ' ' ' \a,)' 

• • • • 



^gal ä +1, alors les deax expressions 

ne sont jamais ^gal^s ä +1; il ne reste done que (ö.)? c'est-k-dire 

P--Ak' = -1, 

relation qni devra 6tre satisfaite; noas aurons done le 

Th^or^me: Soient a^, o^, »3, ... a« difffyrents nombres premiers 
^ 1 (mod. 4) et aucun ou senlement un des restes (l.) igal ä +1; fiqualion 

x'-a,.a..a,...a^y' = -1 

est toujours resoluble quand n est impair. 

Supposant » = 3, on obtient un des th^or^mes de Dirichlet (Memoire 
susdit, p. 659). 

Consid^rons k präsent le cas oü plusieurs des restes (i.) sont positifs; 
en d^composant A comme pr^c^demment en denx facteurs Q et R, et en 
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faisant ueage du symbole de Jacobi, snpposoDS qa'on ait 

(f ) - +1. 

alors ane ^quation de la forme 

Rf-Qu^ = ±1 
pourrait 6tre satisfaite. 

CoDsid^ronB premi^rement T^quation 

ne^Qu^ = +1; 

comine ^ . et Ä sont compos^s de facteurs premiers de la forme 4m4-l, 
u devra 6tre pair, c'est-ä-dire w =^ 2^.Ai.A,.A3...ä^, oü Aj, hi^ ... K sont des 
facteurs premiers impairs, et en faisant iisage da symbole de Legendre 
on anra: 

{l) = { "-"-::--"r ) ,(^)(:g.)(:^)...(^) = +1, 

et en vertu de la loi de r^eiproeit^ on obtient 



(^)(^)(^)-(^) = +'. 



et en multipliant on en tire: 

^ öyj, A ä^^^ / ' A '^^ / "" 

Or si Von observe que si R contient un nombre pair de facteurs premiers 
=: 5 (mod. 8), on aura 

et apr^s 

(2^\(^)(^Y.-(^) = +1 

^ Oft^^ Ofi,^ ^ üß, y ^Oß^^ 

21* 
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Si aa contraire il eii contient un nombre impair, on a n^cessairement 
fi ^^ 2 (mod. 4), et par cons^quent /^ = 1, et daos ce cas il vient: 

Dans toas les cas on pourra ^crire 

et en multipliant membre ä membre (7.) et (8.), on anra 

D'an autre c6t6 il r^sulte de T^quation propos^e 

et en ^levant saccessivement le premier et le second membre anx puissances 

:^(ö^^— 1), :^(a^^— 1), ... ^(oß —1), on obtiendra facilement 






T • ^r 



et en multipliant membre ä membre et tenant compte de (9.) nous aurons 

D'nne mani^re analogne la coiisid^ratiou de l'aatre ^quation 
d^montrerait que 

(11.) (JL)(A)(JL)...(j?_) =+1, 

et nous pourrons conclure que öi les deux ^quations 

Re-Qu' = +1, ne^Qu" = -i 

sont possibles, les conditions (10.) et (11.) devront n^cessairement 6tre 
satisfaites; nous aurons donc le 

Th^orfeme: Si plusieurs des restes (A.) sont posiUfs el (^-jr-j — +1 oü 
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Q.R = A^ si nous avons en outre 

o/or« fiquation 

e9f risoluble. En donnaut ä i» les valears 2 et 3, on obtiendra des th^or^mes 
das ä Dirichlet (Memoire sasdit, p. 658, 661, 662). 

III. 

Consid^rons maintenant le cas oü dans T^quation 

x'^-Dy'' = -1 

le nombre D contient, outre des facteurs premiers =^l(mod. 4), aussi le 
facteur 2. Pour ce cas Dirichlet (Memoire sasdit, p. 652 et 655) ^nonce 
les deox th^or^mes suivants: 

1. Si A est un nombre pr emier ^ 5(mod. 8), alors V^quation 

a?-2Ay'' = -1 
est tat^aurs risoluble. 

2. Si A est nn nombre premier ^ 9(iDod. 16), et en mime temps 

2i^^-'> = -l(mod.^), 
Piqualion 

x'-2Ay' = -1 
est toujours resoluble. 

En d^signant par a^, Os, ^3, ... a„, diif6rents nombres premiers 
^ 5 (mod. 8), on a le 

Th^orfeme: Vequation 

x^—2ai.aiMi...a^y^ = —1, 

oü n est impair, est toujours risoluble lorsque les restes (l.) sont tous posi- 
tifs; et die le sera egcUement si n est pmr, pourvu que les restes (A.) soient 
tous ou positifs ou negatifs. 

En posant -4 = «1.02. 03... a« et en indiqaant par x=T, y = U la 
solation minima de T^qaation 

x'^2Ay' = +1, 
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noas obtiendrons 

(T+1)(T-1) = 2AIP, 

et cjomme T est impair, U sera pair, c'est-k-dire U=:2"\f.g, m 6tant iin 
entier positif et f et g des nombres impairs, et nous pourrous ^crire 

(T+1)(T~1) = 2'"'^\A.f.g\ 

et en mettaot, comme pr^c^demraent, A = Q.R, nous auroiis 

(F.) (T+1)(T-1) = 2;"''^\Q.R.f.g\ 

La d^composition de (F.) ne peut se faire que des mani^res snivantes 

(T+l) = 2'"'f, 2'"'(>/^, 2^'M/^^ 2f, 2(?f, 2Af, 

(r-1) = 2.4^^ 2%^ 2g\ 2'-Ag\ 2'-Rg\ 2'-g' 

parce que les deux nombres T+1 et T— 1 n'ont que le seul facteur commun 
2, donc il n'y a qu'une seule des six relations suivantes 

(1.) 2^--r-^^' = +1, (4.) r-2'--M/ = +1, 

(20 2'"'-'Qf-Rg' = +1, (5.) 2'"-'Rg'^Qf' = -1, 

(3.) g'--2'"''-'Af' = -1, (6.) 2^-y-^/* = -1, 

qui devra 6tre satisfaite. Avant tout je d^montre que dans ces rela- 
tions, il faut avoir absolument m == 1; car autrement aucune d'elles ne 
pourrait 6tre satisfaite. En effet, supposons m>>l, alors f et g ^tant 
impairs, leurs carr^s sont ^l(mod. 8), donc les premiers membres de (1.) 
et (2.) sont ==— l(mod. 8) ou ^ 3(mod. 8); dans (3.) le premier membre 
est =: l(mod. 8), et la relation (4.) ne peut 6tre satisfaite, puisque, si eile 

r^tait, il faudrait avoir 

r^2A(2-\gy = +1, 

ce qui est impossible parce que x =^T, y = U est la Solution minima de 

r^quation propos^e 

x'^2Ay' = +1; 

il ne reste donc que (5.) et (6.); (6.) exigerait 

(=r^)=(^)=(|:)=+i, 

relation impossible, parce que a^^ö(mod. 8), et (5.) exigerait 
c'est-ä-dire 
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ce qui est impossible, pnisqne si n est impair, le produit 

a tons ses facteara positifs par hypoth^se; si an contraire n est pair, le 
premier membre de (5.) est, si w est impair, ^ 3(iDod. 8), et si co eßt 
pair, on a 

done n^cessairement m = 1. Mais quand m = 1, les relations pr^c^dentes 

deviennent 

(1.) 2r-Ag' = +1, (4.) r-2A9' = +1, 

(2.) 2Qr-R9' = +1, (5.) 2Rg'-Qr = -1, 

(3.) g'-2Ar = -1, (6.) 2g' -Ar = -1; 

et d'entre Celles -ci (4,) doit €tre exclue parce que « = T, y = ü est la 
solation minima de röqnation donn^e 

x''-2Af = +1. 

Quant aax cinq relations qni restent, on observe que, si n est impair, (1.) 
et (6.) ont les premiers membres =5— 3(mod. 8), et (2.) et (5.) exigeraient 

(_«_)=,_!, (-Ö-) = -i, 

ce qui est contraire ä Thypoth^se; par cons^quent il ne reste que (3.). 
Si au contraire n est pair, (6.) a le premier membre == l(mod. 8), (1.) exigerait 

et (2.) et (5.), si cw est impair, ont les premiers membres ^ — 3(mod. 8), et 
si ttf est pair, on devrait avoir 

ce qui est contraire ä Thypoth^se; dans tons les cas il ne reste que 

g'^2Ar = -1, 

comme nous voulions d^montrer. 

Supposons enfin n impair et les restes (}..) tons ^gaux ä — 1, et en 
outre les facteurs premiers de A tons de la forme Sm'+l? dont un nombre 
impair de la forme 16f»"+9, alors, comme pr^c^demment, on obtient la 
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s^rie des relations: 

(1.) 2'--Y-A9" = +1, (4.) r-^"""'^9" = +1, 

(2.) 2^^-'Qp'-Rg' = +1, (5.) 2^"'-^Ä^-(?r = -l. 

(3.) ^-2'-^^/^ = -1, (6.) 2*— V'-^r = -li 

oü m peut 6tre Tunit^ ou bien un entier sap^riear ä Tanit^. Supposons 
d'abord m=l, alors, en vertu des hypotli^ses faites ci-dessus, (2.) et (5.) 
donneraient 

ce qni n'a pas lieu, parce que les faeteurs premiers de A sont de la forme 
8m'4-l, et pour cela 

il est Evident que (4.) et (6.) ne sont pas possibles, et il ne reste que (3.) 
et la suivante 

(C.) 2/«-^/ = +1. 

Mais en observant que g est impair, mettons g sous la forme g.g'^g'"*'* 
oü g, g', g", ... sont des nombres premiers, on äura 

(i-)=i, (f)=i, (f)=i, ..., 

par cons^quent g, g', g'\ . . . devront avoir la forme 8m' + 1, donc 
^*E= l(mod. 16), et (G.) deviendra 

16mi+2-(16i»,+9)(16i»3+l) = 1, 
relation absurde. 

Soit maintenant m>l; parmi les six relations pr^c^dentes (l.), (2.), 
(4.)i (o.) sont ^videmment impossibles, et il ne reste que (3.) et la snivaute 

(6.) 2'"'-'g'-Af' = -1, 

et en posant g = g.g".g"...^ oü g, g\ g'\ ... sont des nombres premiers, 
nous aurons 

(7-)=+^' (7^)=+^' (7^)=+^' •••' 

savoir 



• • • 
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et par la loi de r^ciprocit^ 
et en multipliant on obtient 

w (-f )(f Xf )-(ir) = +1^ 

mais (6.) donne 

et en ^levant le preraier et le second membre successivement aux poissances 
|(o,— 1), |(a,— 1), i(a3-l), . . . |(a,-l), nous aorons 

(f) (f ) = 1. (f) (f ) - 1. • • •. (i) (1) = 1. 

et en multipliant et tenant compte du r^sultat (ff.) on obtient 

comme condition n^cessaire lorsque (6.) est satisfaite; nous ponrrona donc 
^noncer le 

Th^or^me: Si A se compose dun nombre impair de facteurs pr emiers 
de la forme 8w+l parmi lesquels il y en a un nombre impair de la forme 
16ifi'+9, si en outre les restes (i.) sont tous egaux ä —1 et quon ait en 
mime temps 

"l 4 "S 4 ''s 4 "«4 



alors tequation 
est resoluble. 



aj^— 2ai.a2.aj...a„y^ = — 1 



Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 22 



170 



Ueber eine Detenninantenbeziehung in der Theorie 

der Differentialgleichungen. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



Oind tfi, ffa, ■ • • yn Fanctioiien von x, so ist bekanntlich der Diffe- 
rentialquotient der Determinante 

(1.) D = |y, y', y" ... y("-*>| (. = 1.2.»,....) 

durch die Determinante 

(2.) ^ = \y, y: y': ... ?,<--' y)r'\ (. = .,«......., 

ausgedruckt; sei nun 

(3.) D, = |y, yi, ... yr'> y^^^ ... yi">| (« = 1,2,3....»), 

worin die Verticalreihe der rten Ableitungen fehlt, so kann dieselbe in die 
Form gesetzt werden 

und es wird daher nach (2.) 

^ = Js:±|ycr4i, ^(..., ... y(,-.) j,(«+')|.|j,_,^ yu^^ ... j,<Toj 
(5-) j +^±|»r'> »r^^ ... »i-M-l!^.-r+^ y;-r+, -..y^-^l, y':UM\ 

(x = l, 2, 3, ... n-r\ 
yu= 1, 2, 3, ... r y' 

oder wie unmittelbar zu sehen 

l +|yx y: . . . »r^^ y'r' fr'' . . . y'r'' y'r''\ 

der Differentialquotient von Z)i besteht somit aus der Summe zweier Deter- 
minanten, von denen jede aus D^ hervorgeht, indem man die Ableitungen 
der Elemente vor der Lücke (der rten Verticalreihe) und diejenigen der 
Elemente der letzten Verticalreihe um eine Einheit erhöht. Daraus folgt 
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aber Bogleich, dass nach (2.) 

(70 ^ = \y.y'.-' y'r'' yr'' yi'W»» »'«••• y'r'' yr% 



f d*D 



(8.) 



= y, 9, 



y(—) yin-V j,(.-.) y(») 



[+2\y. y: ... yr^> fr'' y'r''\My. y:...y'r'' ylT-^'^l 

u. 8. w. ist, und von dieser Darstellung der höheren Differentialquotienten 
einer Determinante (1.) wollen wir nunmehr einige Anwendungen auf die 
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen machen. 
Sei die Differentialgleichung 

(9.) if^"'> = p^y^"'-''+rhy^''"''+-+Pm^^y'+Pn.y 
gegeben, und ein Fundamentalsystem von Integralen mit j(i, j(2, ... y», be- 
zeichnet, so sind, wenn 

(10.) Z) = |y, yl . . . y^r% D, = {-iy-'\y. y.... y'r"'' y'r^^'' . . . »i-^^l 

(« = 1, 2, 3, ... m) 

gesetzt wird, die Coefficienten der Differentialgleichung durch die Ausdrücke 
bestimmt 

(11.) p. = ^, 

woraus bekanntlich die LiouviUeBche Relation 

(12.) D = ce^'''^ 
unmittelbar folgt. Zerlegt man nun D nach der letzten Horizontalreihe, 
so folgt: 

[yL-'-'^ly. y: ... ffi"*-^Vy!^r^%, y. ... fr'' y'r''\ 
•..+(- l)"*-^y.|y: y: ... y^-''\ = c/'^^ 

und setzt man 

(14.) D, = \y, y', ... yi--^>| (« = i, 2. 3.... m-i), 

so folgt aus dem oben bewiesenen Satze mit Benutzung der Differential- 
gleichung (9.) 



(13.) 



(15.) 



dP 
dx 



'r = \y.y: ■•■ y':'-'' yT^ 



(16.) 



oder 



+|y. yi ... yi"'-'^ Piyi''-'^+p2yi''-^^+-+p,n-iy:+p,ny. 



(x = 1, 2, 3, . . . m— 1) 



(17.) 



«te* 



= iy« y^ 



'i'" -*> yi"'-'^ yi"-" 



dD 



l+Pi^if-+f2A; 



' dx 
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hieraus wiederum dnrcli Differentiation 



(18.) 



' ^,'- = I». »'.-.. yi"-'' y':-'' y':-'' yi'"-''\ 



+2/'.#- Hp'.+P-^-pd '^jj- Hp'^-p^p.-p.)d,, 

u. ö. w., 80 dasö also allgemein für jede in der Relation (13.) vorkommende 
Determinante die Beziehung statthat 

(19.) \y. y:... yr^^ y^'' yi"-'^l = ^,!^+^^!^+-+P„._,_.,Z)., 

x=(1, 2, 3, ... m-1) 

worin P,^, P,^, ... P„._^-,^ ganze Functionen von pi, ^2, ... Pm-^-i ^»d 
deren Ableitungen sind, die kein von diesen Grössen freies Glied besitzen. 
Setzt man die Werthe dieser Determinanten in (13.) ein, so erhält man eine 
Beziehung von der Form 



(20.) 






. . . + ,.(m-2) dD^ -j- (,u-l) D _ pp/Pi"^ 

von der ich einige Anwendungen machen will *). 

Sei die lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung eine 
binomische 

(21.) y<-^ = p„,y, 

so erhält man wegen p^= p^ — ... =z p^^_^z=0 für ein Fnndamentalsystem 
von Integralen aus (19.) für 

(22.) D, = |y, y: ... yi-^>| («=1.2.3....,.-!) 



*) So wird für die DifTerentialgleichaDg 

y'" = p,y"+p,y''iPty. 

wenu 

7) _ ». y'i 

gewetzt wird, 

^»^' ^» dx ^^'V dx' ^' dx ^'^"0 - ^^ 

äoin, und somit, wie durch Differentiation dieser Gleichung und Elimination der Ex- 

Sonentialgrösso folgt, D, ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung dritter 
rdnung 

^-2p.^^'-+cp?-K-p,)-^-+(p.p,-p;+p.)D. = 0. 
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die Beziehnng 

(23.) \y, »: ... »<*-> yr'' ••. 9i"-''\ = 4S^^ (x = ..^,3,... ».-», 
und die Gleichung (20.) geht in diesem Falle in 

Ober. Differeutiirt man nun diese Gleichung, so erhält man, wie unmittelbar 
zu sehen, mit Benutzung der Gleichung (21.) 

(2Ö0 ^^ = (-l)"'P-A oder p„. = (-l)".^^:/)„ 
oder es ist D, ein Integral der Differentialgleichung 

(26.) y^'"^ - (-lyp.y; 

wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Bezeichnen t/i, y^y ... y2n ^^^ System ton Fundamentalintegralen der 
linearen binomischen Gleichung 

(27.) j,«'"' = p,,y, 

80 besteht zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen stets die 
Beziehung 

worin a^, ... «2« Constanten bedeuten; sind jedoch j^, yj^ • • • y2nfi die Inte- 
grale der binomischen Differentialgleich nng 

(29.) y(-->> = p,^^,y, 
so ergiebt sich 

(30.) \y^ y\ ... yl^""'^! = «l^/l + «2^2 + --- + «2« + 1^2n+l (*-l. '^3, ...2n), 

trenn tJ]^ i^^^ • • • ^2^4^! ^^'^ System von Fundamentalintegralen der binomischen 
Differentialgleichung 

(31.) V^-'> = -;,,,^.»; 

tnti/ «1, «2^ ... «2n+i wiederum Constanten darstellen^). 



*) Zu dem zweiten Theile dieses Satzes mag bemerkt werden, dass man durch 
die 2n + l möglichen Zusammenstellungen der Integrale ^a^, y«,, ... y«^^ aus y,, 

^8» ••• y2n5 y2«-i-i zu der Determinante 

\ya^ y'a^ . . . y^ar^\ = Ha (''=»> '^ 3, ... 2«) 

2ii+l Integrale der Differentialgleichung (31.) erhält; aus der Determinante 

\yy yJ' . . . y?''^] = C (»-=1. 2, 3, ...2n+i) 
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Sei z. B. die binomische DiflFerentialgleichung dritter Ordnung 

(32.) y'" = -^Yix-'y, 
deren Integrale 

leicht gefanden werden, so werden in der-That 

yiyi-y2y'i = Vi = x^^'^, y^y'i-yiy'i = j?« = -S}flx^-^hogx-x'~^^, 

yiyi-yiy'2 = J?i = x^~^i 
drei Fandamentalintegrale der Differentialgleichung 

(33.) r,'" = ^Vlx-\ 

Die Gleichung (28.) liefert zugleich für alle linearen binomischen 
Differentialgleichungen paarer Ordnung eine algebraische Beziehung zwischen 
ihren Fundamentalintegralen, welche offenbar von der stets gültigen 

IVm y\ »X •.. yT'''^\ = C (« = l,2.3....2n), 

deren Differentiation ein der Null identisch gleiches Resultat liefert, ver- 
schieden ist. 

Aber wir können nunmehr, nachdem der Inhalt des obigen Satzes 
durch eine Determinanteneigenschaft entwickelt worden, den Beweis des- 
selben noch in anderer Weise führen und werden dadurch zu Betrachtungen 
anderer Art geleitet. 

Bildet man eine lineare homogene Differentialgleichung (2»— l)ter 
Ordnung, welche als Fundamentalsystem von Integralen yi, yj, ... ^^n-\ ^0- 
sitzt, indem man die Coefficienten P^ durch den Ausdruck (11.) bestimmt, 

(34.) /^"-^>+P,y^^'*-^HP2y^^''-^>+---4-P2n-2»'+P2.>ty = 0, 

und bestimmt Q als Function von x derart, dass 



ergeben sich ferner nach Gleichung (24.), wenn Z>, = An+i gesetzt wird, und dann statt 
Z>, die obigen Determinanten substituirt werden, 

y2»4.1 ll2ii-f 1 — ^211+1^211 + 1 -ry2n+l «211+1 — * ' ' Jl J^in+l /l2ii + 1 — V2«+l, 

y.n Hg"^ -y'2n H^l'-'^ + y!,'n ft'»"-'^--±y^"> ft, = Cb,, 

als Relationen zwischen den Integralen der conjugirten binomischen Gleichungen unpaaren 
Grades, Relationen, die durch Zusammenstellung der binomischen conjugirten Gleichungen 
auch ähnlich wie die spätere Beziehung (49.) hergeleitet werden können. 
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d 
(35.) 






noch das fehlende Integral y^n hat, also die Differentialgleichung 2»ter Ord- 
nung (35.) das Fundamentalsystem der Gleichung (27.) hat, so wird (35.) 
mit (27.) identisch sein müssen, und es werden sich somit die Beziehungen 
ergehen 



... 



(37.) 



(36.) (''>+^ = ^' n+QPi+P^^O, P;4-(?P2+^3 = 0, 

woraus durch Einsetzen des Werthes von Q aus der ersten Gleichung das 
System von Gleichungen folgt: 

«2 = — ^l"l~« 1^17 -«3 ^^ — * 2"r' 1^21 • • • 

• • • ^in -\ ^^ ^2n— 2"r« 1« 2«— 2? * in -1 ^1 * 2n— 1 = P'2ni 

wir behaupten nun, dass 

(38.) y = 6--/'^'^ 

ein Integral der Differentialgleichung (27.) ist. Bildet man nämlich y', 
y'\ . . . y^'"^, so folgt, wie leicht aus (37.) zu ersehen, 

nnd daher 



(39.) 





»^'"^ = pi^y; 


nun vermöge (34.) 




(40.) 


y,y','-' yT-'' - ce'^'^' 



(jf = 1, 2, 3, ... 2«— l) 

ist, so ergiebt sich der oben durch (28.) dargestellte Satz unmittelbar. Aber 
aus dem eben gegebenen Beweise folgt eine wesentliche Ergänzung des 
obigen Satzes; setzt man nämlich die durch (38.) und (39.) gegebenen 
Werthe von y, y\ y\ . . . y^^'*-^^ in (34.) ein, so folgt 

e"-^''^''h/^2n-l + FlP2n-2~P2P2n-3+-- + (-l)"-^/^n-lP. + (^ 

P2n-2P\-\'Pu-\\ 

identisch gleich Null, also ist (38.) oder die Determinante (40.) schon ein 
Integra] von (34.) und somit 

(41.) \y^ y^ ... yi'""'^| = «iyi + «2y2H |-«2«-iy2.-l (»-l. •^3....2n-l), 

und daher das a^» des Satzes (28.) gleich Null; wir können also den ersten 
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Theil des obigen Satzes jetzt genauer so aussprechen : 

Bezeichnen y,, yi, ... ym-x 2«— 1 Fnndamentalintegrale der linearen 
binomischen Gleichung 

y^'"^ = P2ny, 

so besieht zwischen diesen Fundamentalinlegralen und deren Ableitungen stets 
die Beziehung 

in welcher Ci, rz^, ... «2n-i Constanten bedeuten. 

Bildet man (34.) analog mit den Integralen y^. yi, ... y^^ die ÜiflFe- 
rentialgleichung 

(42.) y''''\'Pxf'-''+P.y''''-''+-'+P.n-,y'+P,ny = 
und bestimmt Q als Function von x wieder so, dass 

das noch fehlende Integral y''"+'' hat, so wird (43.) mit (29.) identisch sein 
inUssen, und es werden sich wieder die Beziehungen ergeben 



(44.) 
oder 



(45.) 



(46.) 



• 2 — — ' II* 1* n * 3 — * 2~r"« 1* 2? • • • 

• • • *^2» ^= 1 2n— l"T *^l*^2n-n ^2» ^\^2n^^ Pin + lJ 

da nun wieder aus (38.) die Beziehungen folgen 

so wird 

(47.) j,^--') = -p..,,j,, 

also der zweite durch (30.) ausgedrückte Satz bewiesen. 

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass für die binomische 

Gleichung 

(48.) y^^^' = py 

unmittelbar für zwei Fundamentalintegrale y, und y. eine Reihe von alge- 
braischen Beziehungen zwischen diesen und deren Ableitungen sich ergeben; 
da nämlich aus (48."» 

y^y\'^'-y^.y\'''' = o 
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folgt, und 






a^(y[y?'-''~y2y?''-'')-(y':y?''-''-y'^y?''-''\ 



dx 
d 



sich ergiebt, so liefert die Zusammensetzung dieser Gleichungen 



dx 



<y.y?'-''~y,y?''-'')-^(y'.y 



dx 



2 



y''y''''-'')+-^(y"y^''-''-y'^'y^"'-'')- 



d^ 
dx 



t-i^rCy^'-^'y^" 



|,(-0y(«)) 



= 



oder durch Integration 



(49.) 



,(2n~l) 



9i yi 

92 y5^-^> 



9i »i 



(2n-2) 



^2 ^2 



(2n-2) 



+ 



9i yf"-'^ 
»2 »^^'•-'^ 



— + 



yi yi 

Jf2 Sr2 



= ö. 



und ähnliche Relationen aus der Yerbindang je zweier anderen particnlären 
Integrale; mit Hülfe dieser Beziehungen kann durch Transformation der 
Determinante 

I». y: y': ■■' »S'"-'1 = c 

wiederum das oben gefundene Resultat hergeleitet werden*). 

Wie man mit Hülfe der allgemeineren Gleichung (20.), gerade so 
wie es mit Hülfe von (24.) für binomische Gleichungen geschah, für lineare 
Differentialgleichungen überhaupt algebraische Beziehungen zwischen den 
particnlären Integralen und deren Ableitungen herleitet, soll hier nicht weiter 
erörtert werden. 

Zu den am Anfange dieser Note eingeführten Determinanten mag 



*) Dass dieser Satz auch für andere als binomische Differentialgleichungen gelten 
kann, ist klar; so wird für jede lineare Differentialgleichung mit constanten Coefficienten 

für welche die Lösungen der Gleichung 

mit A,, A,, ... A/w-i, ^m bezeichnet werden, die Determinante (14.) die Form haben 

|e^«' Ke'"' ... rr'c^'1 = C.e-^^'^^-^' (x = i, 2, 3. ... m-i), 

und wenn somit z. B. /l, = und l,„ = — A^ ist, so wird die Determinante selbst wieder 
ein Integral sein. 

Journal für Mathematik Bd. CV. Ueft 2. 23 
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noch bemerkt werden, dass, wenn man mit Festhaltung der Reihenfolge 
der Indices die Determinante 

(50.) i^r-^ »r«"" y^^*^ . . yi""-^-'^i mu (y^>y^>...»^') 

» = (1, 2, 3, ... n) 

bezeichnet und festsetzt, dass in dem nachfolgenden Producte sich stets die 
mit Indices versehenen y symbolisch zu einem nach wachsenden Indices 

geordneten Producte (y["''^y^"^...gT''^) multipliciren, während die Producte 
von y ohne Index sich zu einem y ohne Index vereinigen, dessen Ableitung 
die Summe der Ableitungsindices der einzelnen y war, die allgemeine ho- 
mogene lineare DiflFerentialgleichung »ter Ordnung 

(51.) »^"^+p,y^--^^+p2»^'-^^+-+P,-ty'+p„y = 
sich in die Form setzen lässt: 

(52.) {yiy-y\y)M-y2y)(^^y'-y[y)...{yny''-yny) = 0. 

Definirt man nun y^ als eine r-fache Lösung der Differentialgleichung, 
wenn dieselbe die Lösungen 

»1, ^»M ^'yu • • • ^'^yi 

besitzt, so lässt sich aus der Zerlegungsform unmittelbar ablesen, dass dann 
j^i eine (r— l)-fache Lösung der Differentialgleichung 

(53.) ny^"-^^+(«-~l)/^iy^"-^H(«-2)p3i,c«-^>+.--+2p,.,y'+p,.,y = 0, 

eine (r— 2)-fache Lösung der Differentialgleichung 

(54.) ii(fi-l)y^"-^^+(ii~l)(ii-2)p,y^'»-^>+...+2p,.,y = 

etc. sein muss, und indem man die Operation der Aufsuchung des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers auf die symbolische Form (52.) überträgt, kann 
man genau wie bei algebraischen Gleichungen die in diesem Falle re- 
ductible Differentialgleichung (51.) auf eine lineare homogene Differential- 
gleichung mit nur verschiedenen Lösungen zurückführen, ihre Discriminante 
bilden etc. 

Da es zum Zwecke der Herleitung von algebraischen Beziehungen 
zwischen particulären Integralen und deren Ableitungen für lineare homo- 
gene Differentialgleichungen nach den obigen Auseinandersetzungen häufig 
wesentlich sein wird, die Differentialgleichung entweder auf eine binomische 
zurückzuführen oder eine Anzahl von Gliedern aus ihr herauszuschaffen, so 
mag hier nur noch zur Analogie mit der Tschirnhausen^ciievL Substitution in 
der Theorie der algebraischen Gleichungen bemerkt werden, dass, wenn 
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auf die Differentialgleichung 

(55.) y^''^+Pry^''-'^+P2y^''^'^+p,y^''''^+'+Pn-iy'+Pny = 

die Snbstitation 

(56.) z = uy 

angewandt wird, worin m der linearen homogenen Differentialgleichnng erster 

Ordnung genügt 

(57.) h'+^u = 0, 

dieselbe in 

(58.) «^"^+P2»^''~'H/'3»^"~'^ + - + /'nÄ = 

übergeht; wenn 

1 

^ = ijy 

gesetzt wird, worin U ein Integral der linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

(59.) U"--p,U'^ . ^ iN Pat/ = 
ist, dieselbe in 

(60.) J5(»^+PiÄ('*-^>+P3a^'»-')+P4«^'*"*^+-+P.» = 

übergeht u. s. w. Will man dagegen aus (55.) das erste und zweite Glied 
zugleich herausschaffen, so sieht man leicht, dass in der Substitution 

(61.) z = uy+vy' 
die eine Gleichung in ihrer Ordnung unabhängig von der Differentialglei- 
chung (55.) lautet 

(62.) nu'+^!^^^^v''+p,(u+nv^^^ = 0, 

während die zweite u und t? bestimmende Differentialgleichung z. B. für 
I» = 3 die Form hat 

u(3u"'-p3V'-p2U—Sp2V+p^p2V—p'QV+v''')—v(u'''--3p3v'--p3V--p3U+piPii)) = 0, 

jedenfalls fuhrt von da an die Bestimmung der Functionen u und t? auf 
Differentialgleichungen höherer Ordnung als die der vorgelegten Differential- 
gleichung. 
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Berechnung der krummen Oberfläche und des körper- 
lichen Inhalts eines Kugel- Ausschnitts zwischen zwei 
beliebigen, die Kugel und einander schneidenden 

Ebenen. 

(Von Herrn E. Czuher in Brunn.) 



Im 52. Bande dieses Journals hat Grelle eine Lösung des in der Ueberechrift 
bezeichneten Problems mitgetheilt mit der Bemerkung, dass der Gegenstand schon des- 
halb mathematisch interessant sei, „weil er ein Beispiel giebt, dass von einer ungemein 
einfachen Aufgabe die Auflösung und die Endergebnisse recht verwickelt sein können". 
Am Schlüsse lässt er es dahin gestellt sein, „ob vielleicht noch auf einem kürzeren 
Wege zu den Endergebnissen zu gelangen sei". 

Die Aufgabe lässt in der That eine einfache elementare Lösung zu. 

Die Oberfläche des Ausschnitts kann nämlich als algebraische Summe von zwei 
sphärischen Kreissectoren und zwei gleichen sphärischen Dreiecken dargestellt werden, 
welche sich ergeben, wenn man aus den sphärischen Mittelpunkten der beiden den 
Ausschnitt begrenzenden Kreise nach den Ecken des Ausschnitts die sphärischen Radien 
zieht und die genannten Mittelpunkte durch einen Grosskreisbogen verbindet. 

Der körperliche Inhalt ergiebt sich als algebraische Summe dreier Kegel mit dem 
Mittelpunkt der Kugel als gemeinschaftlicher Spitze; die krumme Oberfläche und die 
beiden Kreissegmente, welche die Begrenzung des Ausschnitts als Körper ausmachen, 
bilden die Grundflächen dieser Kegel. 

Wir stellen die Formel für den Inhalt nochmals her, weil sie in der citirten 
Abhandlung Crelles durch ein Versehen entstellt ist, das sich pag. 189 1. c. eingeschlichen 
hat und bei der darauff'olgenden Anwendung der Formel auf einige specielle Fälle nicht 
aufgedeckt werden konnte; sie lautet in etwas veränderter Anordnung der Glieder 

_ h(c'e-'2ch'-' eh') y^r ' -c'^-T' 
, h(ic+e){h\c+ey-3r\e'+h')) fn h'-ce 1 

während .dort im dritten Gliede arccos ,_ — steht. 

|/r«_c'-A' 



181 



Zur Theorie der Fkichsschen Functionen. 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 



JJie merkwürdigen and interessanten Functionen, welche zuerst HeiT 
Poincare zum Gegenstände einer selbständigen Theorie gemacht und als 
Fuchssche Functionen (fonctians Fuchsiennes) bezeichnet hat, scheinen be- 
rufen, in der Analysis eine so wichtige Rolle zu spielen, dass es wohl nicht 
ttberfiOssig sein dürfte, die Definition dieser Functionen zu versuchen, indem 
man von Principien ausgeht, welche sowohl von jenen, die Herrn Fuchs auf die 
gedachten Functionen geführt, als auch von denen, welche Herr Poincari seinen 
bewundernswerthen Arbeiten zu Grunde legte, wesentlich verschieden sind. 

Durch eine von Herrn Fuchs, meinem verehrten Lehrer, im Winter- 
Semester 1885/86 an der Berliner Universität gehaltenen Vorlesung*) zur 
Beschäftigung mit der Theorie der FttcA^schen Functionen angeregt, war 
es insbesondere die LectUre der §§ 16, 17 von Herrn Poincares Arbeit 
,,Sur les groupes des equalions lineaires^^ **), die mich veranlasste, für die Er- 
zeugung der in Rede stehenden Functionen einen ähnlichen Weg einzuschlagen, 
wie ihn Gauss in der Abhandlung ,,Determinatio attractionis etc/'***) und in 
den nachgelassenen Fragmenten über das arithmetisch-geometrische Mittel f ) 
für die elliptischen Functionen vorgezeichnet hat, nämlich die fnnctionale Be- 
ziehung, als deren Umkehrung sich die FiicA«sehen Functionen ergeben, durch 
einen Grenzübergang aus einer algebraischen Beziehung herzustellen ff). 

*) Ueber die Darstellung der Functionen, welche durch Differentialgleichungen de- 
finirt werden. 

**) Acta Mathematica Bd, IV S. 197-311. 

***) Gesammelte Werke Bd. IH S. 352—355. 
t) ibid. S. 461 ff. 

ff) Nach einem Gesichtspunkte, welcher aber von demjenigen, der mich in der 
gegenwärtigen Arbeit geleitet hat, vollständig verschieden zu sein scheint, hat neuerdings 
auch Herr ScÄ/ipf'ra im 1. Heft des IV. Bandes N. F. der Verhandlungen des Natur- 
historisch-Medicinischen Vereins zu Heidelberg eine Verallgemeinerung des Algorithmus 
des arithmetisch-geometrischen Mittels unternommen. 
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Im Folgenden habe ich dieses Princip zur Herstellung jener speciellen 
Klasse FiicA«scher Functionen angewandt, welche in der Terminologie von 
Herrn Poincare der „deuxi^me famille" und einem „type symötrique" an- 
gehören ; es wird aber die hier befolgte Methode auch auf die allgemeinsten 
dieser Functionen erweitert, ja auf Functionen mehrerer Variabein Übertragen, 
auch bei jenen Functionen mit Erfolg angewandt werden können, welche 
Herr Fuchs *) als Umkehrungsfunctionen der Integrale von Lösungen homo- 
gener linearer Differentialgleichungen definirt hat. 

Nachdem in Nr. I die als Ausgangspunkt dienende algebraische 
Function erklärt worden, wird in Nr. II gelehrt, wie aus dieser, durch eine 
Art von Iteration eine unendliche Folge algebraischer Functionen hergeleitet 
werden könne, deren Grrenzwerth eine functionale Abhängigkeit liefert, von 
der in den Nummern III, IV gezeigt wird, dass ihre Umkehrung eine Fuchs- 
sehe Function der erwähnten Art sei. In Nr. V werden dann einige auf 
diese Function Bezug habende Sätze entwickelt und endlich in Nr. VI der 
Zusammenhang angedeutet, welcher unsere Methode mit der Transformations- 
theorie der Ftic^schen Functionen verknüpft. 

Den Inhalt der Nr. V habe ich bereits in den Berichten der ungari- 
schen Akademie der Wissenschaften veröffentlicht**). 



L 

-4i, -^2? .•• An9 söi^ö n beliebig gegebene reale Grössen, so dass 
A^<iA^^i (;^ = 1, 2, ... «—1); wir construiren über der Ebene einer com- 
plexen Variablen x die wie folgt beschaffene Riemanmche Fläche T. 

Es bestehe T aus n+1 Blättern, welche wir der Reihe nach mit den 
Marken 0, 1, 2, ... » versehen wollen, Verzweigungspunkte seien a? = -4i, 
-^2, ... A^, und zwar mögen sich im Punkte A^ die Blätter 0, x, x+1 für 
;c = 1, 2, . . . »— 1, im Punkte A^ die Blätter 0, n, 1 verzweigen, so dass das 
Blatt in jedem, irgend ein anderes Blatt jedoch nur in zwei benachbarten 
der Punkte A^ A^^ ... A^ eine Verzweigung erfährt. Führen wir Ver- 
zweigungsschnitte längs der realen a?-Axe zwischen den Punkten ^«_i, A^ 



*) Yergl. Abhandlungen der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
Bd. XXVU; dieses Journal Bd. 89 S. 151 flf. 

**) Yergl. Mathematisch-naturwissenfichaftliche Berichte aus Ungarn Bd. VI. 
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durch die Blätter 0, i^, für x = 2, 3, • .. », vom Pankte A^ über den un- 
endlich-fernen Punkt nach Ai durch die Blätter 0, 1 und heften längs des 
Schnittes (;?—!,;?), der die Punkte -/4,_i, A^, verbindet, die obere Hälfte des 
Blattes an die untere des Blattes x^ die untere von an die obere von 
x; dann wird, wenn wir von irgend einem Punkte des Blattes ausgehen, 
ein einfacher geschlossener Umgang um A^ diesen letzteren Punkt dreimal 
umkreisen, und zwar werden wir nach der ersten Umkreisung in das Blatt x, 
nach der zweiten in das Blatt x+1^ nach der dritten in das Ausgangsblatt 
gelangt sein; x durchläuft dabei die Werthe 1, 2, . . . «, und es ist für 
X = 1, x—l = «, für x = ny x+1 = 1 zu nehmen. Jeder der Punkte A^ ist 
auf diese Weise ein doppelter Verzweigungspunkt, zu welchem der drei- 
gliedrige Cyklus (0, X, x+l) gehört (der zu A^ gehörige Cyklus ist (0, », 1)); 
die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte ist also gleich 2«i. Indem 
wir die Riemanmche Formel *) 

W-2N = 2(p-l) 

anwenden, erkennen wir, da in unserem Falle w = 2n, iV= n+l, dass p = 0, 
d. h. unsere Fläche T einfach zusammenhängend ist. 

Zufolge der Aiemaitnschen Existenztheoreme **) giebt es stets eine 
Function y von x, welche innerhalb T eindeutig, nur an einer beliebig vor- 
geschriebenen Stelle dieser Fläche von erster Ordnung unendlich, sonst aber 
allenthalben endlich und stetig ist. Diese Function y genügt ***) einer irreduc- 
tiblen algebraischen Gleichung (fi-l-l)-ten Grades mit in x linearen Coeffi- 
cienten, zu deren vollständiger Bestimmung wir noch über drei willkürliche 

Constanten zu verfügen haben f ). Sei y irgend eine solche Function und 

(1.) ^(^,x) = ^£(iB,x+c,)r-'^^' = 



*) Riemann, Gesammelte Werke (Leipzig 1876) S. 107. 

**) ibid. S. 97 — 100; vergl. auch: C. Neinnann „Vorlesungen über Riemanns 
Theorie der ^6c/schen Integrale" (zweite Auflage Leipzig 1884), S. 238 ff.; S. 388—471. 

***) Riemann, Gesammelte Werke S. 101. 

f) Ich hätte es wohl gewünscht, die algebraische Function y von x, welche die 
Grundlage der ganzen folgenden Untersuchung bildet, nicht nur unter Zuhülfenahme der 
Riemannachen Existenztheoreme, sondern rein algebraisch zu definiren. Eine solche alge- 
braische Bestimmung der in Rede stehenden Function ist zwar auf S. 185 angedeutet, es 
dürfte jedoch Schwierigkeiten verursachen, von dieser Bestimmung ausgehend den Nach- 
weis zu führen, dass jene Function sich wirklich auf die angegebene Art verzweigt, und 
dass dieselbe, von drei Constanten abgesehen, auch eindeutig bestimmt sei 
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die y definirende Gleichung, dann ist x rational in y and folglich*) jede 
andere Function y eine lineare Function mit constanlen Coef&cienten von y^ 

in welchem Ausdrucke auch die drei willkürlichen Constanten in Evidenz 
gesetzt sind. — 

Die Discriminante der Gleichung (1.) in Bezug auf y ist: 

wo y^'^ die zum Blatte x von T gehörige Wurzel von (1.), *' die nach y 

genommene erste Ableitung von ^ bedeutet; es ist also d(x) eine ganze 
Function 2i»-ten Grades von x und andererseits eine ganze homogene Form 

2«-ten Grades der Coefficienten «?, = 5^a?+C„ (;^ = 0, 1,2, 3,... »+1) der 
Gleichung (1.). Sei A, der gemeinsame Werth der Zweige y^% y^'^, y^'^^^ 
im Punkte x=^Ä^^ dann ist: 

wo *" die zweite Ableitung von * nach y bedeutet, und daher, in der von 
Herrn Kronecker eingeführten Schreibweise: 

J{x) ^ (mod. 5^(3?)), 
z^^O (mod. i7(a?)), (»'=u. i, 2, ... n+i) 



öir 



i» 



WO 



da aber: 



^c-) = ,J>-^')-' 



rf^ ^ "i'-^^ 



also 



so folgt: 



rfa? y=U ÖMJy 



^ = (mod.^(a;)), 



(2.) J(x) = Ci,(aJ)^ 



*) Riemann, Gesammelte Werke S. 112 ff. 
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WO c eine von x nuabhängige Constante. — Wie leicht einzusehen, ist ferner 






also: 



d*J 



(3.) A. = 



9«?o-.i dwi 



d'J 



(jci, r=ü, 1, 2,... n+1). 



dWfjidWy x=Ag 



Ans dem invarianten Charakter der Discriminante folgt, dass diese, ab- 
gesehen von einem von x unabhängigen Factor, für jede ^-Function die- 
selbe, und zwar gleich const. g(xy sein mnss, umgekehrt lässt sich aber auch 
leicht Übersehen, dass durch Angabe der Discriminante allein die Function y 
bis auf drei willkürliche Constanten vollkommen bestimmt ist. — Betrachten 

wir nämlich die By, C^ als Unbekannte, so ist J(x) offenbar eine ganze Func- 
tion 2ii-ten Grades von x, deren Coefficienten homogen in jenen 2it+4 Un- 
bekannten sind; vergleichen wir also zu beiden Seiten der Gleichung (2.) 
die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x, so erhalten wir 2n+l Glei- 
chungen, aus welchen die 2«+4 Grössen By, Cy als Functionen der A^^ 
^2j • • • ^n und dreier unbestimmten Parameter bestimmt werden können. 
Dass diese Bestimmung bei willkürlich gegebenen Werthen der Ai^ Aa^ . . . A^ 
auch stets und nur auf eine Weise möglich sei, braucht nicht erst besonders 
nachgewiesen zu werden, da ja die Existenz der Function y als eindeutiger 
Function in der Fläche T, die nur an einer Stelle von erster Ordnung un- 
endlich ist, nach den Riemanmchen Existenztheoremen als feststehend an- 
gesehen werden kann. Bezeichnen wir im Folgenden die conjugirte einer 
complexen Grösse a durch a', dann ist offenbar die Discriminante der 
Gleichung 

£\B'yX+äy)v''-'^' = 

gleich c*g{xf und mithin 

wo «, /?, y, d wohlbestimmte Zahlen, deren Determinante ad^-ßy von Null 
verschieden ist, bedeuten. Wir können folglich vier Zahlen l, fi, p, q stets 
80 bestimmen, dass k()—jur^O und 
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einer Gleichung 

(4.) ^{y, x) = z\B,x+C;)y--^^' = 

Genüge leistet, wo die By, Cy reale Grössen sind, und es ist klar, dass 
alsdann auch jede lineare gebrochene oder ganze Function von y mit realen 
Coefficienten die gleiche Eigenschaft besitzt. Im Folgenden betrachten wir 
stets solche Functionen y, welche Gleichungen mit realen Coefficienten ge- 
nügen, und behalten für dieselben alle früheren Bezeichnungen mit Bünweg- 
lassung des Ueberstriches bei; wir können alsdann noch über drei reale, 
willkürliche Constante verfügen. Aus der Realität der By, Cy und aus 
Gleichung (3.) folgt, dass auch die Werthe h^, welche y^^^\ y^'^, y^''^^^ im 
Punkte AX^ = 1, 2, ... n) annehmen, real sind, und da, wenn h^ nicht unend- 
lich gross ist in der Umgebung von x = A^: 

(5.) y = h,+a[''\x-A,f+ai'\x-A,)i+'-, 
wo 

SO folgt ferner, dass sämmtliche Coefficienten der Reihenentwickelung (5.) 
reale Grössen sind. 
Setzen wir: 

x—A^ = (>x(cosy,+tsiny,), 

«>» = (>t(cos-^+i8in-^), 



ferner: 



II \f <3Px+4^ , . • <3Pjc+4« \ 






wo oS^^ = h^ zu nehmen ist, so sind c^i, «,27 «x3 nichts anderes als die in 
einer gewissen Reihenfolge genommenen y^"^, y^*^, y^'-^^^ Diese Reihenfolge 
festzustellen soll unsere nächste Aufgabe sein. 

Bezeichnen wir mit r^,,^.i eine reale Zahl, für welche 

A^ <C '*x,x+i <^ -^x+i («« 1, a, ... «—1), 
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mit r^,i eine reale Zahl, die entweder kleiner als Ai oder grösser als An ist, 
dann ist, wenn r^^^^i innerhalb des Convergenzkreises der Reihe (5.) gelegen, 
y, = für diesen Werth von x, folglich r^i real, e^^f «x3 conjugirt complex, 
dagegen (p^^n fUr einen innerhalb dieses Convergenzkreises befindlichen 
Werth r,_i,», also f?,2 real, «,3, tj^i conjugirt complex. Ist nun a: = 6 ein 
realer nicht singulärer Werth, für welchen der Zweig y^^^ den realen Werth 
ß annimmt, so sind in der, in der Umgebung von x=^b gültigen Reihen- 
entwickelung 

alle Coefficienten real, und folglich wird y^^^ für alle Punkte der realen 
a?-Axe, welche von b nicht durch einen der Verzweigungspunkte getrennt 
sind, reale Werthe annehmen. Demnach ist 

für a? = ^x,x-\-i «jfi real, «^21 ^ni conjugirt complex, 

tJ^^.l,J real, <j,+i,i, c^+,,3 conjugirt complex, 
(;f = 1, 2, ... n; für x = n ist x+1 = 1 zu setzen). 

Da zum Verzweigungspunkte A^ der Cyklus (y^"V^*^y^'^^0 öder kürzer 
(0^x,x+l) gehört, so müssen zwei der Zweige t?,i, r,2i <?*3 unter den r,+i,i, 
«x-hi.2? «^«+1^ enthalten sein. Sei, um die Ideen zu fixiren, X'-= 1^ dann sind, 
da für a? = r,,2 die Zweige tJn? «'22 reale Werthe liefern, die folgenden Com- 
binationen möglich: 

J) f?12 = t?23 7 ^13 =^ ^21 9 
O) fJi2 = t?21? ^IZ = <'23» 

Im Falle 1) ist entweder tJii = y^^> oder t?ii = y^"^; wäre tJii = y('>, so 
hätten wir «12 = y^''\ «13 = y^'\ «'22 = t?ii = y^'^ t?2i = y^"^ «23 = y^'^ und da y^"^ 
unter den Zweigen t?«i, <j„2, ««3 vorkommen muss, «?ni = «12 = y^"^ «'1*2 = y^"^ 
1?^ = y^*^^ da aber y^"^ auch unter den sich in A3 verzweigenden Wurzeln 
enthalten ist, folgt allgemein: 



*'2v,i — y 



^2v 4-1,1 — y 



^2r^h2 = y^''^ (»' = ". 1.2,...), 



<'2y + 1.3 = !f^ ' 



es mttsste demnach n eine gerade Zahl sein, was, da n ganz beliebig gewählt 
werden konnte, einen Widerspruch involvirt. Derselbe Widerspruch tritt 
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auch für die Annabme f?n = y^"^ zu Tage, es ist also der Fall 1) Überhaupt 
bei Seite zu lassen. 

Im Falle 2) führt die Annahme r^a = »^'^ zu «>,3 = y^"^, Vn = »^'^ 
t>23 ~ ^u = y^^^ «>22 == y^^^ «21 = y^"^ was nicht sein kann , da der zu A2 ge- 
hörige Cyklus nicht (032), sondern (023) lautet; die Annahme ri2 = y^"^ 
hingegen ergäbe «,3 = y^'^ «n = y^^\ d. h. für A^ den Cyklus (021), während 
derselbe doch (012) ist 

Im Falle 3) ist die Annahme «12 = y^"^ aus welcher r^ = y^^^, t>„ = y^*^, 
also für Ai wieder der Cyklus (021) folgen würde, unzulässig; es bleibt 
also schliesslich als einzig mögliche Combination 



und allgemein: 



'^ii — y 9 «12 — y 9 ^13 — y ^ 



<?xi = y ^*^ ^x2 = y^'"^^^ <?.3 = y^"\ (» = 1, 2, . . . «-d 

v«i — y ^ t7„2 — y y «^„3 — y ? 



welche von jedem Widerspruche frei ist und folglich die thatsächlich be- 
stehenden Verhältnisse wiedergiebt. 

Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung (4.) so beschaffen 
ist, dass für einen Punkt x= A^ ihre sämmtlichen Wurzeln real sind und 
dass einem Punkte x = r^ i+i complexe Werthe von y^"^ und y^^"*^'^, dagegen 
reale Werthe aller übrigen Zweige entsprechen (i = 1, 2, ... w; für i = «, 
ist il+l= 1 zu nehmen). 

Um nun auch über das Vorzeichen des Coefficienten von • in den 
einzelnen Zweigen der Function y orientirt zu werden, beachten wir, dass, 
wenn a; = ti4-t?t gesetzt wird, der Coefficient von • in y^'^, als stetige Function 
von ti, r, sein Vorzeichen nur beim Durchgang durch die Null zu ändern 
vermag. Nun ist aber 

und da die ß„, Cy reale Grössen sind, kann y^*^ nur für reale Werthe von 
X real sein; irgend zwei x- Punkte, deren Coefficienten von • dasselbe Vor- 
zeichen haben, können durch einen continnirlichen Zug verbunden werden, 
der die reale Axe nicht durchschneidet; folglich ändert der Coefficient von 
f in y^'^ sein Vorzeichen nicht für alle a?, deren Coefficient von • dasselbe 
Vorzeichen besitzt Setzen wir, wenn c = a+b% eine complexe Grösse ist: 



^ = ^y^r- 
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und, nach dem Vorgange von Herrn Kronecker, fllr eine reale, von Null 
verschiedene Grösse r 

ögnr = j— = ± 1, sgnO = 0. 

Nehmen wir für die Folge an, dass die zur Bestimmung von y noch dis- 
poniblen drei reellen Constanten so gewählt seien, dass für ein bestimmtes 
X, dessen sgnJ(a:) = 1, auch das zugehörige sgn J(y^"^) = 1 sei, dann ist fllr 
jedes X der oberhalb der realen Axe gelegenen Halbebene (kurz, oberen 
Halbebene) sgn J(y^"^) = 1, und diese Forderung zwingt die drei reellen will- 
kürlichen Constanten nur einer Ungleichung Genüge zu leisten. Gehen 
wir nun von einem Punkte der oberen Halbebene des Blattes 0, d. h. mit 
dem entsprechenden Werthe von y^"^ in continuirlichem Zuge durch einen 
Punkt r^_i,» nach der unteren Halbebene, so geht J(y^"0 stetig über in J(y^'^)^ 
ohne die Null zu passiren; folglich ist für sgnJ(aT) = —1, sgn J(y^*^) = 1, 
;? = 1, 2, ... n. Gehen wir wieder in continuirlichem Zuge etwa durch 
einen Punkt r^,^.i in die obere a?-Halbebene-zurück, so ist fllr den Passirungs- 
punkt r^„+i der Werth von y^''^ real, d. h. J(y^*0 = Ö? ^"^ »^(y^'^) s^t^t sich 
stetig fort in J(y^'^). Sollte nun beim Durchgange durch r^,;,+i, »/(y^'O ^^^'^ 
Vorzeichen nicht ändern , so müsste die stetige Function t?^*^ = «^(y^*0 von 
u und f? in r^,»+i ein Maximum oder Minimum haben, d. h. es müsste für 
« = ^*«+M t? = sein: 

— ö — = 0? —3 — = 0: 

du ' du 

aber wenn f/*^ = 9?(y^'^) gesetzt wird, ist: 

du "~ öo ' du ^ du ' 

es würde also für x = r^^,. auch — 5 = ^- +i— ^r- verschwinden, was 

'*^* dx du du 

nicht möglich ist; also ändert </(y^'0 s^^" Vorzeichen, d. li. für sgn J(a?) = 1 
haben wir sgnJ(y^'^) = — 1, ;^ = 1, 2, ... «. Ebenso schliessen wir, dass fllr 
sgnJ(a:) = — 1 sei sgnJ(y^"^) = — 1, während sich für einen Punkt x = r^_,„, 
sgn J(y^*'0 = 1, sgn JCy^^'O - - 1 (;f - 2, 3, ... fi) und fllr x - r,,,, sgn J(j,^''>) = 1, 
sgn J(y^*^) = — 1 ergiebt. 

Um von der Abbildung der Riemannsc\\en Fläche T auf die y-Ebene 
eine klare Vorstellung zu erlangen, beachten wir, dass die den einzelnen 
Blättern entsprechenden y-Gebiete durch die der realen a?-Axe entsprechen- 
den y-Curvenstücke begrenzt und von einander gesondert werden. Was 
die Gestalt der der realen a:-Axe entsprechenden Curve, die wir kurz als 

Journal für Mathematik 1^1. CV. Heft 3. 25 
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Realitätscuree bezeichnen wollen, anlangt, können wir Folgendes feststellen. 
Sei y == «/i+t?if, 

also 

dann ist die Gleichung der Realitätscurve : 

(6.) F(uij ©,) = (piip2—y^i<p2 = 0. 
Für eine singulare Stelle dieser Curve müssen nebst der Gleichung (6.) 
auch noch die Gleichungen 

du, "' öü, " 

befriedigt werden; aber mit Rücksicht auf die partiellen Differentialglei- 
cbangen, denen die ^,, ^21 Vn V2 OenUge leisten, ergiebt sich 

du, - du, ^»- du, *f'+ du, "f' du, ^" 

dF d», , , d%p, , dw, d(f. 

d^ = -^'^.+ ^«/'.+ 5^<^.-^v. 

und daher 

singulare Punkte der Realitätscurve können also nur solche Werthepaare 
?ii, f?! sein, welche Verzweigungsstellen der Riemann^^chtn Fläche T ent- 
sprechen. Umgekehrt sind die sämmtlichen den Punkten a: = ^,, Jj? • • • ^« 
entsprechenden y-Werthe auf der Realitätscurve gelegen; folglich ist fUr 
eine Verzweigungsstelle von T, wo also 

die Gleichung (6.) befriedigt und daher für den entsprechenden Curvenpunkt: 

dF dF ^ 

V'.-ö;;;— Va-5^ = 0, 

dF , dF f, 

sofern also nicht einer der Punkte A^^ ^2? ••• ^n ini Unendlichen gelegen 
ist, nothwendigerweise 

und demnach 
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dF 
de. 



= 0, 



dF 

du. 



= 0, 



d. h. es entspricht jeder Verzweigungsstelle (-4^, k^) von T auch wirklich 
ein singulärer Punkt der Realitätscurve. Nun ist aber für x = A^, y = K 
auch noch 

woraus ferner folgt, dass in dem entsprechenden Punkte der Realitäts- 
curve auch 



- = 



d'F 



du 



^n^^v^ 



-^ = 



d. h. die Curve besitzt daselbst einen dreifachen Punkt. Nun muss aber 
F(fii,r,) den Factor f?i enthalten; nach dessen Absonderung resultirt also ent- 
sprechend jeder Verzweigungsstelle von T ein Doppelpunkt mit zwei diffe- 
renten Tangenten, welche sowohl mit einander als mit der realen y-Axe den 

Winkel -^ einschliessen, da sich die entsprechenden x-CurvenstUcke in den 
Punkten A^ unter dem Winkel n schneiden und die sich in A^ verzweigenden 
y-Zweige in der Umgebung von x = A^ nach Potenzen von (x—A^,)^ ent- 
wickelbar sind. Wir bezeichnen im Folgenden mit g^ bezw. g^ jenes Ge- 
biet der y-Ebene, welches dem oberhalb bezw. unterhalb der realen Axe 
gelegenen Theile des Blattes x (für ;f = 0, 1,2,...«) entspricht. Die für den 
Fall « = 5 eintretenden Abbildungsverhältnisse finden sich dann in der bei- 
stehenden Figur versinnlicht. 

9o 




9o 

In Bezug auf den Affect der Gleichung (4.) wäre noch zu bemerken, 
dass die Monodromiegruppe derselben jedenfalls die n dreigliedrigen cykli- 
schen Substitutionen 

«i = (0, 1, 2), «, = (0, 2, 3), ... ^„_i = (0, «-1, n), ^ = (0, n, 1), 

25* 
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wo 

Ä„ = J?i ^2 • • • *n— 1 ^^ \ßn—\ • ^n—i • • • ^l) 

ist, und säramtliche Producte von Potenzen dieser Substitutionen enthält. Aus 
den (w— 1) Substitutionen «i, s*^ . . . ««_i lässt sich aber jeder beliebige drei- 
gliedrige Cyklus von (w+l) Elementen componiren *) ; denn sind l, u, r 
irgend drei verschiedene der Zahlen 0, 1, ... i», so dass it>/^ Ä>v, so 
hat man 

(A, II, = (0, r, kXO, l, Li) 
und 

(U, A, ll) = S^f *yutl'«'*A— 2*i-l? 
(ü, V, A) = *A-l'A-2"«*y+l*K> 

die Monodromiegruppe der Gleichung (4.) enthält daher jeden dreigliedrigen 
Cyklus und ist folglich nach einem bekannten Satze von Cauchy **) ent- 
weder die symmetrische oder die alternirende Gruppe. Die erstere kann es 
nicht sein, da eine einfache Transposition (lyu) nicht darstellbar ist als 
Product von Potenzen dreigliedriger cyklischer Substitutionen; folglich be- 
stimmt im Rationalitfitsbereiche x die Gattung der aUemirenden Functionen 
der Wurzeln den Affect der Gleichung (4.), und in der That sahen wir, 
dasa die Discriminante , also das Quadrat einer aUemirenden Function der 
Wurzeln, gleich dem Quadrate einer rationalen Function von x ist 

IL 

Wir wollen nun aus der in der vorigen Nummer behandelten alge- 
braischen Gleichung mittelst eines Verfahrens, welches wohl als eine Art 
von Iteratiom bezeichnet werden kann, eine unendliche Reihe anderer Glei- 
chungen ableiten und, nachdem wir die durch dieselben definirten alge- 
braischen Functionen discutirt haben, nach dem Grenzwertke fragen, welchem 
diese Functionen bei fortgesetzter Wiederholung jenes Iterationsprocesses 
zustreben. 

Die in Nr. I definirte algebraische Function g von x hängt bis auf 
drei reelle, durch eine Ungleichheitsbedingung beschränkte, aber sonst will- 
kürliche Constanten einzig und allein ab von der Zahl m und den m realen 
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Grössen ^i, A^^ ... A„, wir können daher füglich setzen: 

y — S {x; Ai, A^, ... A„). 
Bilden wir nun den folgenden Algorithmus 

(1.) y;.+. = "'S^; a{'\ a?\ ...<.)' 

WO i die Reihe der positiven ganzen Zahlen, von angefangen, durchläuft, 
yo eine eomplexe Variable, »i eine ganze Zahl >2, a['^\ öi"\ ... a^''^ be- 
liebig gegebene von einander verschiedene reale Grössen mit der Bedingung 
öi+i >o*'^ (x= 1, 2, ... »1—1) bedeuten, wo ferner w^+i =Wi(«A— 1) (* = 1, 2,...) 
und endlich a[^\ a^i*'\ . . . oSn'x^^ die Reihe der nach der Grösse geordneten 

realen Werthe ist, welche y^ in den Punkten yx^x = ai*~'\ ö2^"*\ . . . öJ,^"*^ 
annimmt. 

Wir bezeichnen analog wie in Nr. I mit yfl^ jenen Zweig der Func- 
tion yx^i von yxy welcher in jedem der Punkte a{^\ aj^\ . . . ai^^^^ eine Ver- 
zweigung erleidet, mit y^lx denjenigen, in welchen yl% tibergeht, wenn y 
einen einfachen Umgang um d^^ vollzieht; dann ist * 

für sgny(y,) = 1, sgn J(i,n>0 = 1, sgn J(yi;>0 = -1, 
fllr sgnJ(y,) = -l, sgn-/(yi'W=-l, 8g«^(»lV0=l 

(« = 1. 2. ... nj_|.i) 

und für einen zwischen aSp und aS^l^ gelegenen realen Werth von yi^ 

^^"•^(yr+i) = li 8gn«^(yi+i) = — 1? während alle übrigen Zweige von y^m 
für diesen Werth von y>. real sind. Aus der Gleichung 

(2.) Klyuu yO = "''i^'(Är^^»A+ci^^^O»rir''''^ = 0, 

welcher yx+i als Function von yi genügt, ergiebt sich yx als rationale Func- 
tion mit realen Coefßcienten von yx^u ^* '*' demzufolge auch y„ «feircA y;^^, 
rational mit realen Coefßcienten darstellbar. Als Function von y,, aufgefasst 
genügt also y;^ einer algebraischen Gleichung 

(2.) F;(y„ y.,) = l(6j,'>y.,+c<^')y?-''*' = 

vom Grade v, == (ii;L+l)^i_i = /7(w^+l), in welcher die 6^/^, cj/^ reale 

Grössen sind. Die Verzweigungspunkte dieser Gleichung sind y„ = af\ 
aip^ . . . a!,''\ und zwar fallen in jedem derselben 2Sx einfache Verzweigungs- 
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punkte zusammen, wo 



(Ji = ii7(«^-i)+i= *''~^ 



1 + 1 x=l Wj 

Die Function y^ von y„ ist durch den Algorithmus (1.) his auf drei 
reale, durch eine Ungleichheitsbedingung beschränkte, aber sonst beliebig 
wählbare Constanten bestimmt, obwohl scheinbar bei jedesmaliger Anwendung 
der Iteration drei neue reale Constanten hinzutreten. Man erkennt nämlich 
leicht, dass diese neu hinzutretenden Constanten sich mit den früheren derart 
vereinigen, dass die Anzahl der willkürlich bleibenden Grössen nicht ver- 
mehrt wird. Zu diesem Ende verfüge man über die ersten drei Constanten 
etwa so, dass drei beliebigen Werthen von y^ drei willkürliche Werthe von 
j^i, über die nächsten so, dass drei willkürlichen Werthen von y» drei eben- 
falls willkürliche Werthe von yi entsprechen; dann heisst das offenbar nichts 
anderes, als drei willkürlichen Werthen von y„ können drei willkürliche 
Werthe von y.^ beliebig zugeordnet werden, wobei jedoch die erforderlichen 
Realitäts- bezw. Ungleicheitsbedingungen stets zu beachten sind. 

Die Discriminante ^aC^d) von Gleichung (2.) ist eine ganze homogene 
Function 2(r;. — l)-ten Grades der Coefficienten, also eine ganze Function 
eben desselben Grades von y„ und folglich 

(3.) ^,(!^o) = c,h{y.-aff\ 



f» 



wo Ci eine von j^,, unabhängige Grösse bedeutet. 

Diese Form der Discriminante genügt allein schon zur Bestimmung der 
Gleichung (2.), beziehungsweise der Function yi\ denn betrachten wir die 
2(yi'\-\) Grössen b^^\ cj/^ als Unbekannte, so sind die Coefficienten der 
nach Potenzen von y,, geordneten Discriminante -^aC^o) homogene Functionen 
dieser Unbekannten, und wenn wir zu beiden Seiten der Gleichung (3.) die 
Coefficienten der mit demselben Exponenten behafteten yu- Potenzen ver- 
gleichen, so erhalten wir 2vi Gleichungen für unsere 21^^4 2 Unbekannten 
6J,^^ c^^^ und den ebenfalls unbekannten constanten Factor c^; diese Grössen 
bestimmen sich also als Functionen der «f^ aP^ . . . a^^^ und dreier unbe- 
stimmt bleibenden Parameter, und wir wissen, dass der Eliminationsprocess 
stets ausführbar sein rauss, da die Existenz der Function y^ von anderer 

Seite her erwiesen ist. Ist y^ eine solche Function, so ist jede andere als 

linearer Ausdruck mit constanten Coefficienten von yi darstellbar, wodurch 
auch die drei willkürlich bleibenden Parameter in Evidenz gesetzt sind. 
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Dass yi in der That nar bis auf drei willkürliche Constanteu bestimmt ist, 
kann überdies auch durch RiemanmaAxe Formeln bestätigt werden. Die 
Anzahl der in einer algebraischen Function enthaltenen willkürlichen Con- 
stanten ist nämlich*) 

(f = 2iii— /i+l, 
während **) 

fr-2» = 2(/i-l); 
in unserem Falle ist 

also /? = 0, p = 3. 

Ueber diese drei Constanteh kann so verfügt werden, dass die Grössen 
ij/^ c^^^ reale Werthe annehmen und dass für einen bestimmten in der oberen 
Halbebene gelegenen Punkt y,, irgend ein bestimmter Zweig von yx eben- 
falls einen positiven Coefficienten von t erhält; es bleiben alsdann noch 
drei reale Constanten, die einer Ungleichheitsbedingung zu genügen haben, 
zu unserer Verfügung. Bei geeigneter Wahl jenes Zweiges ist die so de- 
finirte Function y^ mit der durch den Algorithmus (1.) bestimmten völlig 
identisch, wir haben also auf diese Weise für das durch Iteration erzeugte y^ 
eine indepedente Definition gewonnen. 

Unter den Wurzeln der Gleichung (2.) soll diejenige als Hauptzweig 

yf^ bezeichnet werden, welche aus y^'^ entsteht, wenn wir in Gleichung (2) 
y;._i durch yj^i, d. h. im Algorithmus (1.) jedes y durch das entsprechende 

y^"^ ersetzen, und es seien A{^\ hi^\ . . . A^f^ die Werthe von yP in den Punkten 
a{"\ af^, ... aj'^; diese Werthe sind, wie überhaupt sämmtliche den Ver- 
zweigungspunkten entsprechenden Werthe von yx^ reale Grössen, und in der 
Umgebung von y^^ = ö^"^ gilt die Entwickelung 



wo die Coefficienten «i, cfj? ... real und a, von Null verschieden ist. 

Sei Ti die v^-blättrige einfach zusammenhängende Riemann^che Fläche, 
welche, über die y,, Ebene ausgebreitet, die Verzweigung von yx versinn- 
licht; wenn sich dann ein Blatt von T; um den Punkt ö^'^ windet, so muss 
das Gleiche auch in einem der benachbarten Punkte a^% oder ai!'ii geschehen; 



•) Riemann: Ges. Werke S, 101, 113. 
♦) ibid. S. 107. 
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die Verzweiguiigsschnitte verlauten deshalb zwischen je zwei aufeinander- 
folgenden der Punkte a\^'\ ar\ . . . a^^K und zwar wollen wir uns dieselben 
stets längs der realen Axe gelegt denken. Unter den Blättern von 7^. finden 
sich alsdann solche, für welche die reale Axe in ihrer ganzen Länge Ver- 
zweigungsschnitt ist, und die zu diesen Blättern gehörigen Zweige von y^ 
nehmen fllr jeden realen, nicht singulären Werth von y„ complexe Werthe 
an ; dies gilt für jeden Zweig, der in der Umgebung eines jeden der Punkte 
a{"\ aS*\ . . . oi"^ mehrdeutig ist, insbesondere (und zwar flir alle Werthe 
i=l, 2, ...) für den Hauptzweig yp, beziehungsweise flir das demselben 
entsprechende Blatt von T;, welchem letzteren wir im Folgenden die Maike 
beilegen wollen. 

Allgemein ergiebt ein Zweig von yx für die Punkte eines Theiles 
(ai*?öi'!Ji) der realen y,rAxe dann und nur dann complexe Werthe, wenn 
dieser Theil in dem den betreifenden Zweig repräsentirenden Blatte von T^ 
als Verzweigungsschnitt fungirt. 

Bilden wir die Fläche T^ auf die y>.- Ebene ab, so entsprechen den 
oberhalb, beziehungsweise unterhalb der realen y„-Axe gelegenen Hälften 
der einzelnen Blätter einfach zusammenhängende Gebiete g^^\ beziehungs- 
weise g^^^f welche durch Theile der Healitälscurve begrenzt und von ein- 
ander geschieden werden; auch hier hat die Realitätscurve, wie leicht ein- 
zusehen, nur in den den Verzweigungsstellen der /{lemaniischen Fläche T^ 
entsprechenden Punkten, aber auch in jedem derselben eine Singularität. 

Die Gebiete g^^^ und g^^\ welche Abbildungen der oberen, beziehungsweise 
unteren Hälfte desselben Blattes sind, liegen symmetrisch gegen die reale 
Axe und stehen mit einander nur in den Eckpunkten im Zusammenhange, 
wenn in dem betreffenden Blatte die ganze reale Axe Verzweigungsschnitt 
ist; für Blätter, wo dies nicht stattfindet, haben die entsprechenden g^^^ und 

g^^^ ganze Theile der realen Axe gemein. Das Gebiet g}!^\ welches die 
Abbildung der oberen Hälfte des Blattes von T^ liefert, ist ein in der 
yi-Halbebene gelegenes Polygon, dessen Ecken die Punkte h[^\ M^V • • • *i,^^ 
und dessen Seiten krumme Linien sind, die sich in den Eckpunkten unter 

dem Winkel ^ schneiden. 

Gehen wir von einem Punkte der oberen Hälfte des Blattes von 
T^ aus und tiberschreiten den Verzweigungsschnitt (ai^^oi'?,), so gelangen 
wir in ein Blatt, welches wir durch die Marke (0, Ä+l) bezeichnen wollen; 



Schlesinger, zur Theorie der Fuchsschen Functionen, 197 

der zugehörige Zweig der Function y^ heisse yf'''^^\ die entsprechenden 

Gebiete der y^ Ebene g^oV^+o beziehungsweise g[t?^n^i)^ ^nd wir erkennen, dass 

fl'lujf+i) ^^ ^^^ oberen yr Halbebene gelegen ist und mit ^f/^ längs der Seite 
(h[^^h[%) zusammenhängt. Gehen wir weiter und überschreiten die reale 
Axe in einem Punkte, der einem Verzweigungsschnitte (aj"^af"\) des Blattes 
(0, x+V) angehört, so werden wir in ein Blatt (0, x+l^ t+1) geführt, und 
wenn wir auf diese Weise fortfahren, werden wir nach und nach alle Blätter 
von Tx passirt und mit Marken versehen haben. Der zum Blatte (0, x^^ 
^21 •••O [w^ ^1^ ^2? ••• ^/i der Reihe der Zahlen 1, 2, ... i»! entnommen 
sind] gehörige Zweig von yx sowie die jenes Blatt abbildenden Gebiete g^^^ 

und g^^^ erhalten die Marke des Blattes als oberen, beziehungsweise unteren 
Index, und wir können nun sagen, dass jene g^^^, deren Index eine ungerade 

Anzahl, und jene g^^^, deren Index eine gerade Anzahl von Zahlen enthält, 

in der oberen, die anderen g^^^ und g^^^ dagegen in der unteren yo-Halbebene 
gelegen sind. Auf diese Weise haben wir jede der beiden durch die reale 
Axe geschiedenen y;^-Halbebenen bedeckt mit einem Netze eon Vx Polygonen, 
jedes Polygon ist das Abbild entweder der oberen oder der unteren y,rHalb- 
ebene, die P]ckpunkte dieser Polygone liegen auf der realen y^-Axe und 
entsprechen den Verzweigungspunkten af \ af^^ . . . öi"\ auf der Begrenzung 
derselben ist y„ real. 

Um nun in möglichst übersichtlicher Weise die Frage erledigen zu 
können, ob sich die Functionen yx mit wachsendem l einer Grenze nähern, 
legen wir den folgenden Ueberlegungen eine lineare Function vony^, nämlich: 

^A = ^~}^(rhf^x) (i=o, 1.2,...) 

zu Grunde, wo r„, Ay irgend welche bestimmte complexe Grössen mit posi- 
tivem Coefficienten von i, ferner r;., kx die zu y,, = r,,, bezw. yo = K ge- 
hörigen Werthe von yf^ und (r^, k^ die mit positivem Vorzeichen genommene 
Quadratwurzel aus dem Ausdrucke 

r[-kxyi- h\ 

n—kx^rx-k'x 

bedeuten. Es ist dann tjx, ebensowohl wie yxy eine eindeutige Function des 
Ortes in der Riemannschen Fläche r^, die nur an einer Stelle dieser Fläche 
von erster Ordnung unendlich wird, und die Theorie der Function rjx ist 
daher durch die für yx gefundenen Resultate vollständig gegeben. Für 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 26 
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reale Werthe von y^ ist mod??;^ = 1, für sgnJd^i) = 1, modJ7;t<ll, Air 
8gny(yA) = — 1, modjji > 1 und für yx = ä^ der zugehörige Werth rii = ;f;i 
real; es entspricht also der realen j^^-Axe die Peripherie des mit dem 
Radius 1 um den Nullpunkt der 172-Ebene als Centrum beschriebenen Kreises 
(der im Folgenden kurz als Einheitskreis bezeichnet werden soll), der 
oberen y^Halbebene das Innere, der unteren yj^-Halbebene das Aeussere 
dieses Kreises, dem conjugirten Werthe y\ von y^ entspricht der harmonische 
Pol 'rix von rji in Bezug auf den Einheitskreis, und es ist bekanntlich 

Wenn a eine complexe Grösse bedeutet, wollen wir die Grösse 'a = -7 den 

zu a harmonischen Werth nennen und diese Beziehung zwischen den beiden 
Grössen a, 'a durch das Zeichen 

ausdrücken. Die für y^ eingeführten Bezeichnungen übertragen wir auf rix, 
indem wir überall setzen: rj an Stelle von y, a an Stelle von 0, « an Stelle 
von h und y ^^ Stelle von g; es ist dann jedes Gebiet y^^^ der ij^-Ebene 
die Polarfigur des mit demselben unteren Index versehenen y^^^ ^^ Bezug 
auf den Einheitskreis. 

Wir haben nun für A = 1, 2, 3, . . ., wenn modi?2_i < 1, modJ7f^<:l, 
modjji'^^l; wenn mod??i_i = l, aber ri^^i nicht gleich einem der singu- 
lären Werthe «^^'^^(p = 1, 2, ... »i), modiyf^ < 1, modjji'^ ^ 1; endlich wenn 

modi72»i>>l, mod^f^>l, mod^ät*^<:l (^=1, 2, ... n^. Ferner ist für 
??o = auch rf>p = 0, für ly« = 00, rfp = c», und dem realen Werthe 170 = ^o 
entspricht der gleichfalls reale Werth rix = xi. 
Sei 

die rjx als Function von i?a-i definirende algebraische Gleichung, dann ist 
J^i^) = 0, und wir können ^f/^ = 1 voraussetzen ; aus dem Umstände, dass für 
modi;^ = 1 auch modi7;i„i = l ist, folgt dann leicht 
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also __ 

mod/Ji^^Vi = 1, 

Nun ist aber: 

folglich für mod??i.i<;l, modiyi"^ <[niod??;i_i, für einen von den Punkten 
a^^'^^ (x = 1, 2, ... w;i) verschiedenen Punkt der Peripherie des Einheitskreises 

der ??i_i- Ebene ebenfalls mod?;?*^ < modi/^^i, dagegen für modJ7i_i>>l, 

mod???'^ > mod?;i_i. Wenn also sgn J(yo) = 1 oder /(j^,,) = 0, aber y,, keiner 
der Werthe aT\ aü'\ . . . a^^ so ist: 

1 > mod??() > mod??{"^ >> modi?^"^ 
für einen der Werthe y^^ = a^^^ (;f = 1, 2, ... Wi): 

1 = modi?o = mo^rif^ = mod??^"^ = 
endlich wenn sgnJ(yo)= -1: 

1 < mod/jo <C mod???'^ <C modijf^ 

Beschränken wir also t/o auf das Innere des Einheitskreises, so sind sämmt- 
liehe Glieder der Summe 

(4.) (modi?o— mod?;{"^)4-(niod?;?^^— mod7?f^)+"- ad infinitum 

für von Null verschiedene Werthe von »y,, wesentlich positiv, für »y,, = aber 
gleich Null, und die Summe einer beliebig grossen Anzahl solcher Glieder 
ist stets kleiner als mod??». Es hat folglich der Ausdruck (4.) für jedes 
i;„, dessen absoluter Betrag kleiner ist als 1, einen endlichen Werth S (für 
ijy = ist S = 0), und es kann daher für ein beliebig klein vorgeschriebenes 
positives d eine positive ganze Zahl fi allemale so angegeben werden, dass 
für i>^ 

i(modi?n,-mod,yi7,^0 = mod#-modi?j;\ < J, 

wo T irgend eine noch so grosse positive ganze Zahl bedeutet. Mit andern 
Worten, es ist: 

(5.) lim(modi?f-mod^J20 = 

und 

lim moA^rif^ = lim mod^jj^^ = mod?7o— S. 

Bedeutet po eine von Null verschiedene positive Grösse, die kleiner als 1 

26* 
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ist, 80 ist für l>modi7ü>Pü der Werth von lim modi/f^ jedenfalls von 



A=» 



Null verschieden; es sei für diese Werthe von i?o 



dann ist offenbar 



lim modijf > >() > 0, 

A=ao 



CO S 



also 



Setzen wir: *) 



(6.) < log mod-V < log(l+-^)- 



??o = r+«. 



log mod -^ = Jlf (r, «) ; argi?f - argiji^^ = iV(r, «), 

so ist: 

dM__dN_ dM ^ aiV 
dr ~' ds ^ Ö5 ~" 9r ' 

und da dem realen Werthe i^o = ^o die realen Werthe rjf^ = xi, rjfl^ = x^^^ 
entsprechen, folgt hieraus: 

Nun gilt aber für 

1 > Pi > modijo > Po 
und A^+Ä^<(1— Pl)^ wenn A, k reale Grössen sind, die Entwickelung 

WO [jg]2 nur Glieder zweiter und höherer Dimensionen von h und k enthält; 
nach einem bekannten Satze **) ist also 

, dM ^ ^[»«O+j) _ . OM 

°»od-är < TU—- > mod ^. 

Wir haben demnach für wachsendes iL 

hm -T^r- = hm -3— = 

2=x or j,^^ ds 



*) Vergl. Poincar^, Acta Mathem. Bd. IV pag. 296; Bulletin de la Societe Mathe- 
matique de France T. XI p. 117. 

**) Vergl. Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 93. 
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und folglich 

(7.) lim N(r, s) - lim(arg^r~argi?nO = 0. 

1=30 i=» 

Da aber 

moAX-nr-nn.) = (inod»?r-modi7l^)' 

+[l-co8(arg7,!i">-arg7?i'^,)]2 mod^ modT^^'o, 

ist, 80 folgt ans den Gleichungen (5.), (7.) 

limmod(»?r>->?r^!0 = 0, 

d. h. die Reihe 

(8.) %-i«>-<lO 

convergirt unbedingt und gleichmässig für alle innerhalb und auf der Peripherie 
des Einheitskreises gelegenen Werthe von rjo, stellt also für diese Werthe einen 
wohlbestimmten Zweig 

einer analytischen Function von tjo dar. 

Auf ganz analoge Weise lässt sich zeigen, dass flir mod??« > 1 die 
Reihe (8.) ebenfalls unbedingt und gleichmässig convergirt und also auch 
für diese Werthe von ??,) einen Zweig 

V"> = lim Tjr 
einer analytischen Function von rju darstellt; es ist dann offenbar 

Ob Tj^"^ und r/"^ zusammen einer einzigen monogenen *) analytischen Function 
angehören oder nicht, muss noch genauer untersucht werden; jedenfalls be- 
stimmt uns r]^^^\ welches wir in erster Reihe betrachten wollen, eine analy- 
tische Function tj von j^,,, welche die Punkte y„ = a?^\ a?'\ . . . a^"^ zu Ver- 
zweigungspunkten hat, und deren gesammten Werthvorrath wir erhalten, 
indem wir das nur in der oberen j^o-Halbebene definirte ?y^"^ zunächst in die 
untere Halbebene fortsetzen und dann y„ alle möglichen Umläufe um die 
Verzweigungspunkte vollziehen lassen. Die Punkte tj^"^ erfüllen in der 
?;-Ebene ein Gebiet ;^,„ welches als lim yf/^ aufzufassen und daher ein ganz 

innerhalb des Einheitskreises gelegenes Polygon ist. Die Eckpunkte von 



*) Im Sinne von Herrn Weierstrass, vergl. 1. c. S. 78. 
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yo liegen auf dem Einheitskreise und sind die Grenzwerthe 61, «2, • • • ^m 
der e[^\ 4*\ . . . «i^^ für A = 00, während die Seiten von y„ Curvenstücke sind, 
die den von je zwei auf einander folgenden der Punkte ai"^;^ = 1, 2, ... Wi) 
begrenzten Theilen der realen yo-Axe entsprechen und sich in den Eck- 

punkten e^ unter dem Winkel lim ^^ = schneiden, d. h. berühren. Mit der 
Peripherie des Einheitskreises bilden diese Curvenstücke den Winkel 



3 ' 3^ ^ 3^ ' ifi 3* 2 

Ebenso ergiebt die analytische Fortsetzung von tj^"^ eine Function rj, und es ist 

Für jedes endliche l stellt sich y,, dar als rationale Function von t]x: 
und es ist: 

An der Grenze für il = 00 ist demzufolge y^ eine eindeutige Function von rj 
sowohl wie von rj und zwar, wenn 



haben wir 




y:> = f(ji)- 


Nun ist offenbar 




rx^x) = Kv)^ 


und da 






ist, so folgt leicht 


•) 


A=x 



nnd ebenso 

d. h. die Function f(ri) bezw. f{fi) ist der Gremwerth der rationalen Func- 
tion f\(ji). 

Um nun eingehender die Natur der aus ly^"^ entspringenden Function 

ri sowie deren etwaigen analytischen Zusammenhang mit der aus 1?^"^ ent- 



*) Vergl. Poincari, Acta Mathematica Bd. IV S. 296. 
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springenden Function tj erforschen zn können, soll in der folgenden Nommer 
eine neue Bezeichnungsweise erklärt werden, deren Einführung sich durch 
ihre Anwendbarkeit auf die Theorie unserer Functionen tij^ und rj wohl 
rechtfertigen dürfte. 

IIL 

Wenn die complexe Variable y« von einem Punkte y^ nach dem 
conjugirten y', in continuirlichem Zuge geht und dabei die reale Axe in 
einem zwischen a^^li und aj!^^ gelegenen Punkte passirt (x = 2, 3, . . . ») , so 
wollen wir dies als Operation cw^"^ bezeichnen; die Operation coj^^ bedeute 
dann den Uebergang von y^ nach yi unter Ueberschreitung der realen Axe 
an einer ausserhalb der endlichen Strecke (0^^«!?) gelegenen Stelle. Unter 
dem Producte 

verstehen wir eine Operation, welche entsteht, wenn wir erst co^"^, dann cd^^ 
u. s. w. bis endlich co^,"^ anwenden, wo ;fi, %2^ ... x^ irgend welche der 

Zahlen 1, 2, ... »^ bedeuten, und wo die Reihenfolge der Factor en für die 
Bedeutung von u wesentlich ist; ferner möge 1 die identische Operation und 
fi"^ diejenige Operation repräsentiren, welche nach u angewandt die identi- 
sche Operation liefert. Es ist dann offenbar: 

und der Definition zufolge haben wir: 

(2.) yo = a>r^y.„ %*cor)^,. 

Bilden wir nun alle möglichen Producte von Potenzen der Operationen m^^^y 
80 constituiren diese eine Gruppe *Q,„ von der wir sagen, sie sei aus den 
w^^^ als Fundamentaloperationen gebildet; zufolge der Gleichung (1.) ist jede 
Operation u von 12^ darstellbar in der Form 

(3.) u = <><)...ü,c^, 

WO ;?!, y.2^ ... x^ irgend welche der Zahlen 1, 2, . . . iii bedeuten und in der 
Reihe der Zahlen x^, ^2, ... x^ keine zwei aufeinanderfolgenden einander 
gleich sind; die Form (3.) ist dann für die Operation u eine nothwendige, 
wir nennen in den Index der Operation u und setzen 

ILc = Ind()ti. 

Die Operationen von 12» sind natürlich in unendlicher Anzahl vorhanden. 
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Wir bezeichDen eine Operation u von i2ü durch a> oder c9, jenachdem 
Indoti nach dem Modul 2 den Rest 1 oder lässt; dann folgt aus Glei- 
chung (2.) 

(4.) yo = tt>ycj, yü=-«>yo; ^o+coiyo, i?o = c9»?u, 

d. h. eine a>-Operation entspricht einem Uebergange von y,, nach y,',, bezw. 
von Tjo nach 'lyo? eine c9-Operation hingegen einem geschlossenen Umlaufe 
von yoi bezw. ly«« 

Die Operationen c5 constituiren für sich eine Gruppe 0,,, da ja das 
Product von ©-Operationen wieder eine cö-Operation liefert. 0,, ist offenbar 
eine Untergruppe und zwar eine ausgezeichnete Untergruppe von i2„; denn 
wenn cö irgend eine Operation von 0,,, u irgend eine von v5 verschiedene 
Operation von H^ bezeichnet, so ist die transformirte Operation von G): 

u~^iDu 

ebenfalls eine Operation von Oy. Wir sagen, die ausgezeichnete Untergruppe 
0„ sei charakterisirt durch die Congruenz 

Indoii ^ (mod. 2). 

Die Gesammtheit der co - Operationen constituirt keine Gruppe, denn das 
Product zweier co-Operationen ist eine cD-Operation; wir führen trotzdem 
auch für diese Gesammtheit ein Zeichen ein, setzen dieselbe nämlich gleich 
P,,. Dann ist offenbar jede Operation von P^ darstellbar in der Form ö)a>il'^, 
jede Operation von 0« in der Form cocü^"^, wir können folglich symbolisch 
schreiben 

(5.) Pu = Oo<\- Oo = PoCor. 

Die Gruppe 0,, kann auch aus einem System von Fundamentaloperationen 
ö) erzeugt werden, ein solches System bilden z. B. die («i— 1) Operationen 

und deren inverse; jede Operation von 0„ ist darstellbar als Product von 
Potenzen dieser 2(iii— 1) Operationen, und umgekehrt ist jedes solche Pro- 
duct auch in 0„ enthalten; die angegebenen («i— 1) Operationen sind im 
übrigen nichts anderes als einfache Umläufe um die Punkte ai"\ a^^\ . . . aJ.'Li. 
Die hier nur schattenhaft, ohne jede greifbare Form definirten Ope- 
rationen o) und G) gewinnen eine reale und anschauliche Bedeutung, wenn 
wir dieselben mit Beziehung auf eine mehrdeutige Function von y„ be- 
trachten, deren Verzweigungspunkte die Punkte a[^*\ af\ . . . a^n? sind. Ohne 
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jedoch länger bei allgemeinen Speculationen zu verweilen, wollen wir sofort 
daran gehen, die Anwendbarkeit der eingeführten Symbole an unseren Func- 
tionen T]x zu erproben. 

Wir setzen den wohldefinirten Zweig tj^^ der algebraischen Function 
tji gleich: 

vf' = <pM 

und Studiren zunächst 9)1(^0). Da die Coefßcienten der yi definirenden 
algebraischen Gleichung lineare Functionen von y^ mit realen Zahlcoeffi- 
cienten sind, so entsprechen conjugirten complexen Werthen von t/o auch 
conjugirte complexe Werthe von yi, also harmonische Werthe von tji] wenn 
^/i% ^1"'*^ (x=: 1, 2, ...fii) die zu einem y,r Werthe gehörigen Werthe von tj^ 
bedeuten, so haben wir demnach 

(6.) v'^'-'^cpi^'yo) 

(7.) i?r> = 9).(aii">cof yo) 
(8.) <> + yi(co2'^c«y^a,i'^>yu)i 



(i, » = 1, 2, . . . ni ; A ^ x) 



Sei nunmehr: 



so ist: 



(9.) <>C0f^<^> = Cof («^A), 



und nach Gleichung (8.) geht bei Anwendung der Operation co^"^ die com- 
plexe Variable tji^ die Peripherie des Einheitskreises in einem zwischen 

m 

«J/li und a^^^ gelegenen Punkte durchschneidend, nach dem harmonischen 
Werthe '?7i, wo ^ eine durch x und l eindeutig bestimmte der Zahlen 1, 
2, ... «2 bedeutet («i^^ = 0^^). In diesem Sinne setzen wir: 

und da, wie leicht einzusehen, zwei verschiedene Werthepaare x, X nicht 
zu demselben fi Veranlassung geben können, sind die «2 Operationen (o^^^ 
(/i = 1, 2, ... ^) nichts anderes als die in einer bestimmten Reihenfolge ge- 
nommenen Operationen (9.). Die Operationen cwj/^ spielen also in Bezug 
auf i?i und die Punkte a^p (A = 1, 2, ... th) dieselbe Rolle wie die Operationen 
co^"^ in Bezug auf i;,, und die Punkte af^ (A = 1, 2, ... Wi), und wir werden 
deshalb Gleichung (8.) wohl auch in der Form schreiben: 

Formiren wir aus den «2 Operationen o)^p als Fundamentaloperationen 
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eine Grnppe i2i, so ist jede Operation u^^^ dieser Gruppe nur auf eine 
Weise in der Form 

f|<^> = CO^|^a)i^\..CÜ^*^ («1, «.,... «^ = 1, 2,... nj. if2^«|_i,- A=l, 2, ... ^) 

darstellbar, und wenn wir setzen 

und mit Oi die durch die Congruenz 

lnd,u^'^ = (mod.2) 

charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von i2i bezeichnen, so ist offen- 
bar i2i eine Untergruppe von I2,j, und Oj enthält sämmtliche in £2^ vor- 
kommenden ©-Operationen von i2„ und nur diese. Bezeichnen wir typisch 
eine Operation von i2i, die nicht in Oi vorkommt, durch co^^^, eine Operation 
von Ol durch ö)^^^, so ist: 

fi?r* co(^><^ oder (/)i(yo)+ yi(c«^^Vü), 
Uf^) = 0)0)^(0) oder (/)i(yo) = 9).(cö^^^yo), 

d. h. jeder Operation co^^^ entspricht ein Uebergang von y^ nach y/,, bezw. 
von i7o nach 'i?u? der auch das entsprechende ??{"^ nach '???'^ führt; jeder 
Operation 0^*^ ein geschlossener Umlauf von y,, bezw. ?y,„ der auch das 
entsprechende ??5"^ zu seinem Ausgangspunkte zurückleitet. 
Sei nun 

irgend eine Operation von i2u, und denken wir uns die Zahlen x^^ Xj, ... x^, 
ohne ihre Reihenfolge zu ändern, in folgender Weise angeordnet. Von Xi 
ausgehend durchlaufen wir die angegebene Zahlenreihe in der Richtung 
von links nach rechts, bis wir einer Zahl xx^ begegnen, welche gleich x^ 
ist; von der folgenden Zahl x^^^^^ die sicher nicht gleich x^ sein kann, gehen 
wir in derselben Richtung weiter bis zu einer Zahl x^^^ welche gleich ;fA,+i 
ist, und so fahren wir fort, bis endlich auf ein Xj^ , welches gleich xx _j+i 

ist, ein xx +i folgt, welches sich unter den folgenden x nicht wiederfindet 

Nun ist: 

*A +1 *A +1 *il -4-1 

(a =1,2,... o— 1), 

und wenn l^<ifi—l: 

»x +1 *A +1 
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wenn dagegen i^ = a—l ist, so lassen wir co^ miverändertjstehen. Folg- 
lich ist, wenn k^=:Uy die Operation u ein Product von Operationen co^^^, 
d. h. selbst eine Operation von S2i] dagegen wenn l^<il^y haben wir 

wo u^^^ eine Operation von i2, und co^"^ = co^"^ ^^ oder o)^^^ ist, je nachdem 
i^^^— 1. Man sieht leicht, dass für ^^ = .« 

Inditt <; Indo« 
und für k^<,ti 

IndiW^*^ <lIndoti. 

Es ist also jede Operation u von i2„ darstellbar in der Form 

(11.) U = U^'^(Df\ 

WO fi^^^ eine Operation von i2i, ;f eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . »i (w,?'^ = 1) 
bedeutet und 

IndoW>Indifi^^\ 

Wir erhalten daher sämmtliche Operationen von i2,„ indem wir jede Operation 
von i2i mit jeder der Operationen 1, cüf'\ cüf\ ... a>J^'^ componiren, und 
können also symbolisch setzen 

(12.) i2.. = i2,(l, <>, <), ... <>). 
Sei 

(1, air\ cof>, . . . <)) = P„ 

so können wir sagen, die Grösse Q^ sei durch die Untergruppe »ßi „theilbar", 
oder auch, da Pi aus einer endlichen Anzahl von Operationen besteht, i2i 
sei eine Untergruppe von 12,^ mit endlichem Quotienten. Bemerken wir, dass 
jeder Operation von P^ der Uebergang von einem Punkte rif^ des Gebietes 

y[p bezw. Y[y^ nach dem entsprechenden Punkte eines Gebietes y^}^^) bezw. 
y[/,J^^ (;tf = 1, 2, ... Wi) entspricht, sodass, wenn wir z. B. das Gebiet y[p der 
identischen Operation zuordnen, jeder anderen Operation von Pi eines der 

in der oberen Halbebene gelegenen Gebiete y[,Vx) entspricht. Aus den 
Gleichungen (6.), (H-)? (12.) folgt für irgend eine w-Operation von 12,^, 
die nicht in £1^ enthalten ist: 

und hieraus 

27* 
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ebenso 

Bezeiclinen wir also dnrch S2['^ jene Gruppe, welche man erhält, indem man 
Sil (d. h. jede Operation dieser Gruppe) mit der Operation coi"^ transformirt, 
durch 0{*^ die durch die Congruenz 

IndoW ^ (mod. 2) 

charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von i2f "^ so geht ij{"'*^ hei Anwen- 
dung einer co-Operation von i2['^ in seinen harmonischen Werth über, wäh- 
rend es bei einer Operation von OJ'^ nicht verändert wird; es ist klar, dass 
auch die i2{*^ (;j= 1, 2, ... w,) Untergruppen mit endlichem Quotienten von 
S2^i sind. So wie i?{"^ zur Gruppe i2i, gehört ij{"*^ zur Gruppe Sii'K 

Da Tjx aus iy;._i auf analoge Weise erzeugt wird wie ij, aus i;«, so kön- 
nen wir aus den eben für rj^ gewonnenen Resultaten die folgenden, für rjx 
gültigen Sätze erschliessen. Setzen wir: 

so ist: 

und jede dieser n^^i Operationen w^^'^^ ist eine a>-Operation von i2y. Wir 
haben dann 

(13.) 9>a(yo) + yA(<-^Vo), 

d. h. bei Anwendung einer der Operationen w^^'^^^ geht vf^ === (pi(jyo) j die 
Peripherie des Einheitskreises in einem zwischen afl^ und a^^^ gelegenen 
Punkte durchschneidend, nach dem harmonischen Werthe 'i?|"^, wo p eine 
durch X, /LI eindeutig bestimmte der Zahlen 1, 2, . . . n^^i bedeutet («o^^ = oi2+i) 
und verschiedenen Werthepaaren x, /n stets auch verschiedene Werthe q 
entsprechen. In diesem Sinne setzen wir 

und schreiben Gleichung (13.) auch in der Form 

Bilden wir aus den a)f^ als Fundamentaloperationen eine Gruppe S2j,, so ist 
jede Operation u^^^ dieser Gruppe nur auf eine Weise in der Form 

*1 «a Kg 

darstellbar, wo Xi, Xj, . . . ;f^ irgend welche bestimmte der Zahlen 1, 2, ... nx^i 
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bedeuten nnd keine zwei aufeinanderfolgenden der x einander gleich sind. 
Setzen wir: 

x^ = Ind;ifi^^^ 

und bezeichnen mit Ox die durch die Congruenz 

Ind,fi^^> = (mod. 2) 

charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von i2;, so ist offenbar 12^ eine 
Untergruppe von £2i_^^ also auch von i2ü, und 0^ enthält sämmtliche in S2j^ 
vorkommenden ©-Operationen von i2ü und nur diese. Bezeichnen wir typisch 
durch ü)^'^ die Operationen von 0^, durch w^^^ die in Oi nicht enthaltenen 
Operationen von £2^, so ist: 

iy^'^>+ ü>(^>iyr, oder (px(p^d* <Px(^^^^yi^, 

lyf = cöc^)|jr, oder y,(yo) = yA(ö><^^yo), 

d. h. jeder Operation o?^^^ entspricht ein Uebergang von y^ nach yi, der jedes 
i?j;'^ für /t = 0, 1, 2, ... A in das harmonische 'tj^^^ überführt, jeder Operation 
ö)^^^ hingegen ein geschlossener Umlauf von y«? durch welchen auch jedes 
Tj^^'^ für ^ = 0, 1, 2, . . . A ZU seinem Ausgangswerthe zurttckgeleitet wird; 
es gehört also rif^ zur Gruppe S2x. 

Jede Operation u^^~^^ von Sl^.i ist darstellbar in der Form 

wo u^^^ eine Operation von £2^, x eine der Zahlen 0, 1, 2, ... it^ («^o'^"*^ = 1) 
bedeutet, und es ist 

Folglich lässt sich jede Operation u von ß,, in die Form setzen 

(14.) u = fi^^^<-^>co(^^-f...<><^ 

wo u^'^ eine Operation von 12^, x^ eine der Zahlen 0, 1, 2, ... w^ für 
p = 1, 2, ... X bedeutet. Symbolisch können wir also setzen 

A-i = A (1, <^?-'\ coi'^'\ . . . <-'0 
und daher 

(15.) i^, = i2,(l, ü>^^), . . . <->)(!, <-% . . . <:f ) ... (1, c^r, <), . . . <>), 

wo das symbolische Product im zweiten Gliede ausgeführt wird, indem man 
sich alle Operationen von S2^, durch Kommata getrennt, zwischen Parenthesen 
aufgeschrieben denkt und dann nach der Multiplicationsregel fOr Polynome 
verfährt, als wären die in den einzelnen Parenthesen durch Kommata ge- 
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trennten Operationen, mit dem Zeichen + verbundene Grössen; in jedem 
Einzelproduct hat man aber die Operationen in der Reihenfolge zu nehmen, 
in welcher die Parenthesen, denen sie entnommen sind, aufeinander folgen. 
Es ist demnach S2i für jeden bestimmten Werth von l eine Untergruppe 
mit endlichem Quotienten von i2ü, und wenn wir die Gesammtheit der im 
zweiten Gliede von Gleichung (15.) mit i2i zu multiplicirenden Operationen 
gleich Px setzen, so enthält Px genau vi Operationen, und es ist für eine 
nicht in Px enthaltene Operation u von i2„ 

IndoM>IndiW^^^+>t^l, 

während alle Operationen «, für welche Ind(,w^i— 1, nothwendig in P;. ent- 
halten sind. 

Sei u eine in Px vorkommende Operation, und denken wir uns die- 
selbe in der Form (3.) geschrieben, also 

(16.) u = <><...c«<^; 

ist dann u =e (mod. 2), d. h. u eine cD-Operation, so haben wir 

d. h. die ©-Operation u von Px führt ??f ^ von y^^ bezw. y\}^ nach dem ent- 
sprechenden Punkte des Gebietes ylu.*,.,,,..« ) bezw. y[o3r„,,,„.» >; wenn dagegen 
fi^\ (mod. 2), d. h. u eine co-Operatiou ist, haben wir 

9>2(t'yu)+^^'''^••'^^ 

d. h. durch die co-Operation u von Px wird rf^^ von yj^^ bezw. y^^ in den 
entsprechenden Punkt von y[Äi„x>.»» ) bezw. y[äj„^,,^, > übergeleitet; durch 
Anwendung sämmtlicher in Px enthaltenen Operationen ergeben »ich also 
auf diese Weise alle vx Zweige der Function r\x. Bemerken wir, dass, wenn 
wir z. B. von einem innerhalb des Einheitskreises gelegenen Werthe r{^ 
ausgehen, alle Werthe, welche aus diesem bei Anwendung der Operationen 
von Px hervorgehen, gleichfalls im Innern des Einheitskreises gelegen sind; 
der Uebergang vom Innern nach dem Aeussern dieses Kreises wird nur durch 
die Operationen von ü.x vermittelt. In beiden Fällen, d. h. sowohl wenn die 
Operation (16.) von Px eine cw-, als auch wenn dieselbe eine cö-Operation 
ist, setzen wir die aus £lx durch Transformation mit n entstehende Gruppe: 

u-^Ü.xu = i2^'^-*^'-V\. 
dann geht 7y5"''"'--V^ durch die cü- Operationen dieser Gruppe in seinen har- 
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monischen Werth über, während es durch die ©-Operationen derselben un- 
geändert bleibt; es gehört also ^f'""^-'^^ zur Gruppe ß^*'*^'- V> ^ ^nd jede 
dieser Gruppen ist eine Untergruppe von i2„ mit endlichem Quotienten. 

Die zu den verschiedenen Zweigen von rjx gehörigen Gruppen ß^*' *"***^^ 
werden gewisse Operationen mit einander gemein haben, welche für sich 
wieder eine Gruppe T^ constituiren , von der wir nachweisen wollen, dass 
sie eine Untergruppe mit endlichem Quotienten von 12;^ sei. Statt diesen 
Nachweis für T^ selbst zu erbringen, können wir uns darauf beschränken, 
denselben für die durch die Congruenz Ind„fi ^ (mod. 2) charakterisirte 
ausgezeichnete Untergruppe T^ von T^ zu führen. Tx ist offenbar so be- 
schaffen, dass jeder Zweig von rjx durch eine in T^ enthaltene co-Operation 
in seinen harmonischen Werth übergeht und durch eine ©-Operation von 
Ti, d. h. eine Operation von T^, nicht verändert wird. Sei nun Mx die Mono-- 
dromiegruppe der rjx als Function von y^ definirenden algebraischen Gleichung 
^x(jlx9 t/ii) = und 71 X die Ordnung dieser Gruppe, dann lässt sich ein System 
von Tix Operationen cö auffinden, durch welche alle tix in Mx vorkommenden 
Substitutionen der vx Elemente tjx erzeugt werden; diese (D-Operationen seien 

1, ©1, ©2, ... ^nx-V 

Dann ist offenbar: 

Oo = r;t(l, Ö>1, «>2, ... ^nx-Ol 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. Es ist ferner leicht einzusehen, 

dass T;. eine ausgezeichnete Untergruppe von SIq ist*); denn bedeutet u eine 
Operation von Tx, welche also sämmtliche Zweige von tjx entweder unge- 
ändert lässt oder in ihre harmonischen Werthe überführt, und u irgend eine 
in Ti nicht enthaltene Operation von i2o, so wird die transformirte Operation 

u~^uu offenbar auch entweder sämmtliche rix ungeändert lassen oder in ihre 
harmonischen Werthe verwandeln. Bezeichne Vi eine rationale Function 
der Wurzeln der Gleichung ^i(^A>y()) = 0, welche zur Gruppe T^ gehört, 
d. h. durch die a>-Operationen dieser Gruppe in ihren harmonischen Werth 
übergeht und durch die cö-Operationen derselben ungeändert bleibt, dann 
ist, nach bekannten Sätzen, jeder Zweig von rjx rational ausdrückbar in Vx 
und y„? und zwar wenn 

(17.) ^r""^""' = Ä(o.....,^,(F„ y.,), 

*) Vergl. Poincari, 1. c. S. 293. 
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80 ist: 

(18.) '^^--V = Ä,.,,„.,„,^,(T„ j,;); 
folglich wird der aus 

durch die Operation (16.) hervorgehende Werth des Zweiges ^^"•'»^'^"V^ durch 
Formel (17.) oder (18.) gegeben, je nachdem fi eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. Als solche Function V^ kann z. B. eine passend gewählte Wurzel 
eines im Rationalitätsbereiche t/o irreductiblen Factors der zur Gleichung 

^xiih yo) = 

gehörigen f7a/oi>schen Kesolventengleichung genommen werden. Bemerken 
wir noch, dass, wenn »i > 2, der Zusammenhang 2p +1 der zu Vi gehörigen 
/{temannschen Fläche flir einen endlichen bestimmten Werth von l stets 
grösser als 1, also t/o in Vi nicht rational ausdrlickbar ist. 

IV. 

Wir sind nunmehr im Besitze der Mittel, deren es bedarf, um in die 
Natur der durch unseren Iterationsprocess erzeugten Grenzfunctionen t] und 

T] volle Einsicht zu gewinnen. 
Es war 

für sgn/(yo) = l und J(y,)=^0: limi?r = i?(% 
für 8gn7(y„) = -l: limj?r = ^'V 

folglich wird ??^"^ sowohl wie t]^\ als Function von y,, aufgefasst, gehören 
zur Gruppe 

X=x> 

Da, wenn 

Indott^ ^—1? 

die Operation u in Px enthalten ist, so folgt, dass, wie gross auch Induff sein 
möge, l stets so gewählt werden kann, dass u in Pi vorkommt; es ent- 
hält daher 

P = limP, 

sämmtliche in i2i, vorkommende Operationen und nur diese, d. h. es ist: 
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und folglich 

lira/2^ = i2= 1. 

Hieraus folgt zunächst, dass es keine Operation co oder cD giebt, welche 

rj^^^ bezw. i?^"^ in seinen harmonischen Werth überfuhren würde, d. h. es ist 
für jeden von den a{"\ af\ . . . ai"^ verschiedenen Werth von y^ 

modij<Cl, modi7>l. 
Dagegen ist für y = «?'>, af\ . . . a^^ 

modij = modi? = 1, 

die Functionen tj und i] stehen also in keinem analytischen Zusammenhange; 
als Function von rj existirt y^ nur innerhalb und auf der Peripherie des Ein^ 

heitskreises der ij^Ebene, als Function von tj nur ausserhalb und auf der Peri-- 

pherie des Einheitskreises der rj- Ebene; denjenigen Punkten der Peripherie des 
Einheitskreises, wo y^ überhaupt einen bestimmten Werth hat, entsprechen die 
Werthe y,^af\ ö^, ... a^^*). 

Den folgenden Untersuchungen legen wir die Function tj allein zu 

Grunde; denn, wie bereits bemerkt, ist ja ly+iy. 

Die Gesammtheit der in Bezug auf die Gruppe *Q„ gefundenen Re- 
sultate, soweit dieselben unabhängig sind von der analytischen Bedeutung 
der betrachteten Operationen co und ö), nämlich die Zerlegung dieser Gruppe 
in immer umfassendere Untergruppen, die Erzeugung ihrer sämmtlichen 
Operationen nach einem übersichtlichen Schema etc. kann wohl als die 
Arithmetik der Gmppe bezeichnet werden, und man kann eine aus gewissen 
Fundamentaloperationen hergeleitete Gruppe eigentlich nur dann als voll- 
kommen bekannt ansehen, wenn man in diesem Sinne die Arithmetik der- 
selben beherrscht. Diese hängt aber ihrerseits einzig und allein ab von 
der Natur der zwischen den Fundamentaloperationen bestehenden Relationen, 
welche Herr Poincare als Fundamentalrelationen (relations fondamentales) 
bezeichnet **); folglich besitzen Gruppen, die aus der gleichen Anzahl von 
Fundamentaloperationen gebildet sind, zwischen welchen auch dieselben 
Fundamentalrelationen bestehen, dieselbe Arithmetik. In unserem Falle 



*) Für die hier auftretenden analytischen Verhältnisse vergl. die Abhandlung von 
Herrn Fuchs dieses Journal Bd. 83 S. 27 ff. und die von Herrn l'^'^eierstrass „Zur Func- 
tionenlehre". (Ges. Abhandl. S. 79 ff.) 

**) Acta Mathematica Bd. I S. 10. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 28 
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der Gruppe S2o sind die Fnndamentalrelationen die denkbar einfachsten, 
nämlich 

Cüi!^^^ = 1 («=1,2, ...«,) 

and aus diesem Grunde war das im Allgemeinen so schwierige Problem 
der Entwickelung der Gruppen-Arithmetik hier in verhältnissmässig ein- 
facher Weise zu erledigen. 

Durch Anwendung einer Operation üi^"^ auf y^ geht ??^"^ über in ij^"'*^, 
und so wie ??^"^ den Punkten der oberen Halbebene, entspricht rj^^^ den 
Punkten der unteren Halbebene von y,,; es kann also ?y^"'*^ betrachtet werden 
als die analytische Fortsetzung von i?^"^ in die untere y,rHalbebene, oder 
mit andern Worten ry^"^ constituirt mit irgend einem ij^"**^ (;f = 1, 2, ...«i) 
einen completten Zweig der Function tj, aus welchem wir nun, indem wir 
j^o Umläufe um die Punkte af '^, ai"\ . . . ö^"^ vollziehen lassen , d. h. auf y^ 
CD-Operationen anwenden, neue Zweige von ij herleiten können. Möge ij^*^ 
durch Ausübung der Operation 

von *Q„ auf y„ übergehen in ,y^"'*'*=^V^ ^nd bezeichnen wir das Gebiet, 
welches durch die so entstehenden ?j-Punkte erfüllt wird, mit ^(o,,,,»,,.» > oder 
^(0,»,,»,....» )? je nachdem ju eine gerade oder ungerade Zahl ist, so liefern jene 
^((),irx.ar,w.»^) ^ fUr wclchc /it ^= (mod. 2), neue Zweige der Function i], und es ist 
klar, dass wir auf diese Weise auch alle möglichen Zweige dieser Function 

erhalten. Die Gebiete y und y sind so wie y^ ganz innerhalb des Einheits- 
kreises gelegene Polygone, deren Eckpunkte den Punkten y,, = a{"\ a^P^ . . . a^^ 
entsprechen und auf der Peripherie des Einheitskreises gelegen sind, während 
ihre Seiten sich in den Eckpunkten berühren; diese Polygone bedecken, 
neben einander gelagert, die Fläche des Einheitskreises einfach und voll- 
ständig. Die längs einer Seite zusammenhängenden Polygone y^ und ein 

yo»,») constituiren zusammengenommen einen Bereich ß,, der durch die Seite 
(fjt-i) O? die als Diagonale aufgefasst werden kann, in zwei symmetrische 
Theile getheilt wird, und innerhalb dessen die Function yo = AC'j) jeden Werth 
nur ein einziges Mal annimmt; auf der Begrenzung und der Diagonale von 

R^ ist f(rj) real. So lassen sich je zwei der Gebiete y, y zu einem solchen 
Bereiche R zusammenfassen, welcher die eindeutige conforme Abbildung 
der ganzen yo-Ebene vermöge eines Zweiges der Function ri von y^ liefert, 
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und diese Bereiche R erfüllen den ganzen vom Einheitskreise begrenzten 
Tbeil der i?-Ebene. 

Was die Beziehung zwischen den einzelneu ^^"'*"*» - v^ ^ jie wir wohl 
als Halbzweige der Function tj bezeichnen können, anlangt, so bemerken 
wir zuvörderst, dass, da 

auch jedes 

und folglich auch 

r=iimr^ = i, 

d. h. an der Grenze für A = oo kann jedes einzelne ^^"''»'*'""V^ selbst als Func-- 
tion Vi aufgefasst werden. Ist also ly^"''"^'^^^ irgend ein von ^j^"'*^''"-*/'^ ver- 
schiedener Halbzweig, so ist dieser rational ausdrtickbar in 7y^"'*»'*-''-*V^ und 
y„ oder in 'y^^"**"*"-*/"^ und yi, je nachdem ^i und p nach dem Modul 2 gleiche 
oder verschiedene Reste lassen; da aber y,, eine eindeutige Function von r] 
ist, so folgt hieraus, dass jeder Halbzweig durch jeden anderen oder dessen 
harmonischen Werth eindeutig darstellbar ist, und nach bekannten Sätzen 
schliessen wir nun, dass jeder Halbzweig eine lineare Function mit con- 
stanten Coefficienten von jedem anderen oder dessen harmonischem Werthe 
ist, je nachdem beide derselben oder verschiedenen y,rHalbebenen entsprechen. 
Diese linearen Functionen müssen in beiden Fällen Punkte der Peripherie 
des Einheitskreises in Punkte eben dieser Peripherie transformiren, oder, 
wie wir kurz sagen wollen, die Peripherie des Einheitskreises wird durch 
jene linearen Functionen in sich selbst transformirt. Speciell ist jedes 
^(0,»,,*,,-.»^) ^.^^ lineare Function von ij^"^ oder 'i?^"^, je nachdem /ll gerade oder 
ungerade ist, und rj ist also eine unendlich vieldeutige Function von y^, deren 
jeder Zweig durch jeden anderen linear mit constanten Coefficienten aus- 
drückbar ist. 
Sei 

^^'^ ^ - a,3VH«x4 ' 

dann ist für einen Punkt ^ der Seite (f,_i, a^), längs welcher die Gebiete yo 
und y^o,») zusammenhängen: 



5- _ «x/C+«Jf2 , 



28 
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da aber hieraus 

folgt, SO bestehen zwischen den Coefficienten «^i, «,2, «<3, «** die Gleichungen 

(««3««4+«L2«x4 = 0, 

(2.) l«xl«L3+«xl«*2 = 0, 






ferner müssen f^_i, a^ die Lösungen der quadratischen Gleichung 



sein, woraus sich 



(3.) 



«jrl« + ffx2 




c 


«ir3* + «x4 




c 


1 




«jf4 — Öjti 


fx-l + fx = 




«x3 

ax2 


*x-lfx = 




«x3 



(4.) 



ergiebt, und da endlich die Function (1.) die Peripherie des Einheitskreises 
in sich selbst transformiren soll, haben wir 

«xl«x2-«x3«U = 0, 

«xl«Ll + «x2«!t2-~«x3«lr3 — «x4ßx4 = 0. 

Mit Rücksicht darauf, dass «xi"x4~«x3«x2 von Null verschieden sein muss, 
ergeben die Gleichungen (2.), (3.)7 (4.) 

«xl = e(^x-l + 0; «x2 = — 2p6,_i«,; a,3 = 2p,- «,4 = «-p(f,_, + 6j^ 

wo p ein Proportionalitätsfactor ist, den wir gleich 1 wählen wollen. Es 
ist also 

r^\ ^co,x) _ (^- i+*x)^i?^">-2f,-i^ , 

und die Punkte ^ der Seite (f ,_, , f ,) von y,, genügen der Gleichung 



2'C-(*x-i + ' 

welche einen Kreis darstellt, der den Einheitskreis in den Punkten e^^j, f, 
orthogonal schneidet. Die Begrenzung des Polygons /o ^i^d also f)on Kreisen 
gebildet^ welche den Einheitskreis vnler rechten Winkeln schneiden, und, wie 
leicht einzusehen, constituiren die ausserhalb des Einheitskreises verlaufenden 

Theile jener Kreislinien die Begrenzung des Gebietes y^,, welches die Ab- 
bildung der oberen y.rHalbebene vermittelst der Function tj^"^ darstellt 

Da jedes der Polygone y und y ^^^ Ya oder y^y hervorgeht durch 



«* 
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Abbildung mittelst einer gebrochenen linearen Function, welche die Peri- 
pherie des Einheitskreises in sich selbst transformirt, so folgt, dass alle Poly- 
gone y und y begrenzt werden von den Einheitskreis orthogonal schneiden- 
den Kreisbogen. 

Die Function y,, von rj liefert also die conforme Abbildung irgend 
eines dieser Kreispolygone auf eine Halbebene, speciell des Polygons /o 
auf die obere ^o-Halbebene , und von diesem Gesichtspunkte aus lässt sich 
nun die Theorie dieser Function nach Aj^manitschen Principien *) mit Leichtig- 
keit entwickeln« Hat man nämlich j(o aIb Function von tj innerhalb eines 

Kreispolygons y oder y definirt, so wird y,, über die Begrenzung dieses 
Polygons hinaus fortgesetzt, indem man zu jedem Punkte innerhalb des Poly- 
gons in Bezug auf jede Seite des letzteren den harmonischen Pol aufsucht 
und in diesem der Function yo den conjugirten Werth beilegt. Es ist folg- 
lich z. B. ;^(o,x) die Polarfigur von y^ in Bezug auf den Kreis (««-n *x)» und 
allgemein von zwei confinen Polygonen y und y jedes die Polarfigur des 
andern in Bezug auf den die gemeinschaftliche Grenze bildenden Kreisbogen. 
Setzen wir 

und bezeichnen mit -2^"^ allein die lineare Substitution^ welche ^ in -2"i"^^ 
tiberfuhrt; bedeutet ferner 

eine lineare Function von ^, welche entsteht, indem man in -^"'^ ersetzt t 
durch 2<JX dann hierin t durch :s<'5 u. s. w., endlich in ^f ^<;;)...2<'^_,S 

^ durch 2ji'^t oder, was dasselbe heisst, indem man auf ^ anwendet erst 

die Substitution J£<"', dann auf -^i'^^C die Substitution 2^"^_^ u. s. w., endlich 

auf ^i';>...^f'^ die Substitution -2<^'; und möge schliesslich mit 



(»=i, 2, ... «,)j 



(8.) U = -2i<o^,^..^' 



(ü) 



selbst die lineare Substitution, durch welche t in U^ übergeht, mit 1 die 
identische Substitution und mit U"^ jene Substitution bezeichnet werden, 
welche U^ in ^ zurUcktransformirt: dann siebt man leicht, dass 



*) Vergl. Riemann: Gesammelte Werke, S. 415 ff., S. 283 ff.; Schottky: dieses Journal 
Bd. 83 S. 300 ff. 
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und 

(10.) JS1[">U -sf ^t. 
Die sämmtlichen Substitutionen, welche entstehen durch successive Anwendung 
irgend welcher der Substitutionen -2^"^ (x = 1, 2, ... i»i), welche also symbolisch 
darstellbar sind als Producte von Potenzen dieser w, Substitutionen, con- 
stitniren eine aus diesen letzteren als FundamentalsubsMuHonen gebildete 
Gruppe r;„ und da zwischen den -2*]^"^ (x= 1, 2, ... iti) die «i Fundamental- 
relationen (9.) bestehen, so ist jede Substitution der Gruppe F^ nur auf eine 
Weise in der Form (8.) darstellbar, wenn wir voraussetzen, dass keine zwei 
aufeinander folgenden der Xj, Xa, ... x^ einander gleich sind; wir nennen 
dann /n den Index der Substitution ü und setzen 

/Li = IniU. 

Da die Fundamentalrelationen der Gruppe /'„ identisch sind mit jenen der 
Gruppe £2^^^ so folgt, dass To und i2u dieselbe Arithmetik haben und einstufig 
(holoedrisch) isomorph sind, es haben daher alle flir die Gnippe i2„ ge- 
ftindenen Resultate, sofern dieselben unabhängig sind von der specifischen 
Bedeutung der Operationen cü, auch für die Gruppe I^ Geltung. Die Sub- 
stitution 

ü = :si":>:si^;>...:si'; 

von /;,und die Operation 

von i2g sollen entsprechend genannt werden, und der gleiche Ausdruck möge 
auch die Beziehung zwischen Untergruppen von To und I2u, welche aus 
entsprechenden Substitutionen bezw. Operationen gebildet sind, bezeichnen. 
Wir übertragen ferner die für die Gruppe ß(, eingeführten Indexbezeich- 
nungen auf die Gruppe To, indem wir die einer Operation w, üs oder einer 
Untergruppe i2, entsprechenden Substitutionen oder Untergruppen von 71, 
durch ein mit denselben Indices versehenes -T, S oder I\ G darstellen. 
Nun ist nach den Gleichungen (5.), (10.) 

d. h. die Ausübung der Operation w^"^ auf y,j lässt den harmonischen Werth 
V/^"^ von Tj^^^^ die Substitution -2^"^ erleiden; hieraus und aus den über die 
Gruppen r,j und i2ij eben gemachten Bemerkungen folgt, dass, wenn auf 
j^ü die Operation u von 12,) angewandt wird und U die entsprechende Sub- 
stitution von /Ij bedeutet, rj^^^^ übergeht in J7/?^"^ oder dessen harmonischen 



Schlesinger, zur Theorie der Fuchsschen Functionen. 219 

Werth, je nachdem Indt/ eine gerade oder eine ungerade Zahl ist; es ist also 

für die durch Gleichung (8.) erklärte Substitution ü 

^(",x.x.^^) ^ j^^(o)^ ^^^^ ^ ^ 1 (mod.2), 
^(o.x.x...«^) ^ ^^(u)^ ^^^^ ^^Q (mod.2), 

d. h. durch Anwendung der -T-Substitutionen der Gruppe /;, auf ri^"^ er- 
halten wir die harmonischen Werthe derjenigen Halbzweige der Function ri, 
welche den Punkten der unteren y,rHalbebene entsprechen, durch Anwendung 
der S-Substitutionen von To, d. h. der Substitutionen der durch die Congruenz^ 

IndJ7 = (mod.2) 

charakterisirten ausgezeichneten Untergruppe (?<, von /;, alle jene Halb- 
zweige von Tjy welche zu den Punkten der oberen y,rHalbebene gehören. 
Die Function y^) = f(r]) bleibt aUo ungeändert, wenn rj eine Substitution von 
G(„ sie geht in ihren conjugirten Werth über, wenn V/ eine JS^Substitution eon 
^^y erleidet. 

Jede Substitution von G^ ist darstellbar als symbolisches Product 
von Potenzen gewisser Fundamentalsubstitutionen, deren sämmtliche Producte 
von Potenzen auch wieder in G„ enthalten sind. Ein System solcher Sub- 
stitutionen ist z. B. 

und deren inverse*); es bedeutet hier S^ die lineare Substitution, welche 
?j^"^ erfährt, wenn yo einen einfachen Umgang um den Punkt ö^"^ vollzieht, 
während die Substitution S„^, die durch den Umlauf der unabhängigen Va- 
riablen um den Punkt aj,"^ erzielt wird, gleich ist: 

Ein anderes System von Fundamentalsubstitutionen der Gruppe Gy wird ge- 
liefert durch die («,-1) Substitutionen -2'f>:S*f) (A = 1, 2, ... ;f-l,x+l, ... n,) 
und deren inverse, für jedes ^=1, 2, ... n^] durch diese Substitutionen 
werden in dem Bereiche /?„ innerhalb dessen die Function y^J von rj jeden 
Werth nur ein einziges Mal annimmt, je zwei Seiten, welche in Bezug auf 
die Diagonale (6,_i, fj symmetrisch liegen (d. h. Polarfiguren in Bezug auf 
den Kreis (^x-i^ O sind) in einander transformirt. Herr Poincare nennt 
darum einen solchen Bereich /?, ein Fundamentalpolygon (polygone g^n^rateur 



*) Vergl. S. 204. 
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oder fondamental) *) der Function y» von tj. Eine eindeutige Function von 
17, welche innerhalb eines Fundamentalpolygons nur an einer endlichen An- 
zahl von Stellen von erster Ordnung unendlich wird und durch die den 
Einheitskreis in sich selbst transforrairenden Substitutionen einer Gruppe 
G„ ungeändert bleibt, möge nach Herrn Poincare eine Fuchssche Function 
heissen **), und zwar sagen wir, dieselbe sei eon der ju-ten Ordnung, wenn 
fi die Anzahl ihrer Unendlichkeitsstellen innerhalb eines Fundamental poly- 
gons bedeutet. Es ist also y„ = /"(rj) eine zur Gruppe G^, gehörige Fuchs^ 
sehe Function erster Ordnung. 

Nun ist leicht einzusehen, dass auch jedes yx (ftir i = 1, 2, 3, . ..) 
eine FticÄ^sche Function erster Ordnung von 17 ist. In der That ist y>. 
rational ausdiUckbar durch jedes j^^^^ beziehungsweise ^a+^^ ^"d wenn 

X 

yx = fx+ftVlx-^fMh 

haben wir: 

X X 

yi'^\\mfx^f,(ri) = f(ri), 

also f/i eine eindeutige Function von tj, die offenbar ebenso wie j^„ nur 
innerhalb und auf der Peripherie des Einheitskreises der i?-Ebene existirt. 
Als Function von y„ gehörten yf^ bezw. tj^^^ zur Gruppe £2^, und die übrigen 
Zweige der algebraischen Function t/x von y^^ entstehen durch Anwendung 
der Operationen von P^ auf y^; bezeichnen wir also mit H^ die Gesammt- 
heit der den Operationen von P^ entsprechenden Substitutionen von 71,, so ist: 

und 

•T) = Pxftx- 

Die Function yi bleibt ungeändert, wenn 77 eine S- Substitution von 7^, d. h. 
eine Substitution der Gruppe Gx erleidet; sie geht in ihren conjugirten Werth 
über, wenn auf 'ri eine -T-Substitution von Fx ausgeübt wird. Bedeutet yf/^ 
das Gebiet, welches wir erhalten, indem wir y„ mit allen jenen Polygonen 

y bezw. y vereinigen, die aus y„ hervorgehen durch Abbildung mittelst der 
Functionen S/?^'^^ bezw. -2"?;^^*^^ wenn wir S der Reihe nach alle S- Sub- 
stitutionen, 2: alle ^-Substitutionen von Hx durchlaufen lassen, dann liefert 
die Function y, die eindeutige conforme Abbildung des Gebietes yf,^^ auf 



•• 



•) Acta Mathematica Bd. I S. 20; Comptes Rendus 1886 I S. 43. 
) Acta Mathematica Bd. I S. 227. 
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die obere yrHalbebene und ist auf der Begrenzung von <pf/^ real, yf/^ ist 
ein Kreispolygon, dessen nx^.^ auf der Peripherie des Einheitskreises gelegene 
Eckpunkte den Verzweigungspunkten t/x = a[^\ ai^\ . . . öi^^^^ der Function rj 

von f/x entsprechen, und dessen Seiten den Einheitskreis orthogonal schneiden; 
es kann aus yf/"*^ hergeleitet werden, indem man sich die Polarfiguren von 
yS^"*^ in Bezug auf jede der n^ Seiten dieses letzteren Polygons bildet, und 
die so entstehenden nx Polygone mit (p})^"^^ vereinigt. Construirt man sich 
die Polarfigur von (fip in Bezug auf irgend eine seiner Ux+i Seiten, so bil- 
det diese mit y,^/^ zusammengenommen ein Fundamentalpolygon der Func- 

« 

tion yx^f(ji)^ welches die eindeutige conforme Abbildung der ganzen yx- 
Ebene liefert. Die Abbildungen dieses Fundamentalpolygons durch Substitu- 
tionen der Gruppe Gx erfüllen den Einheitskreis vollständig und bedecken 
dessen Fläche einfach. Auch die übrigen Zweige der algebraischen Func- 
tion yx von j^o sind Fi/cÄ«8che Functionen erster Ordnung von ?/; die Substi- 
tutionsgruppen, durch welche dieselben ungeändert bleiben, erhält man, indem 
man Gx mit den Substitutionen von Hx transformirt. 

Wir haben also durch unseren Iterationsprocess nicht nur die Fuchs- 
sche Function y„ mit der Gruppe G,,, sondern zugleich eine unendliche An- 
zahl anderer Ft/cA^scher Functionen erhalten, deren Gruppen Gj, G^, G3, ... 
Untergruppen mit endlichem Quotienten von G^^ sind, und zwischen denen und 
y„ algebraische Gleichungen mit in y„ linearen Coefficienten bestehen. 

Die Fi/cÄÄSche Function erster Ordnung y„ = /*(;/) Hess sich, wie wir 
sahen, herstellen bei ganz willkürlicher Angabe der w, realen Werthc a{"\ 
a^P^ . . . ai"\ welche als Verzweigungsstellen der Umkehrungsfunction tj von 
jo fungiren. Andererseits können aber zur Bestimmung der FwcÄ^schen Func- 
tion auch die », Wertlie «i, fa, . . . f«, auf der Peripherie des Einheitskreises 
der 7?-Ebene beliebig gegeben werden, welche irgend ein Zweig von rj an 
den Verzweigungsstellen annehmen soll. In der That ist alsdann die Gruppe 
F„ bezw. Ga unmittelbar bekannt, und man hat nur je zwei auf einander fol- 
gende der Punkte fj, 6^, ... f„, durch Kreise, die den Einheitskreis orthogonal 
schneiden, zu verbinden, um nach dem DirickleUchen Principe y„ == f(rj) als 
diejenige Function construiren zu können, welche das durch jene Kreise 
begrenzte Gebiet auf eine Halbebene conform abbildet. Legt man der 
Theorie der Fi/cÄÄSchen Functionen diese Bestimmungsweise, d. h. ihre De- 
finition aus der Gruppe zu Grunde, so hat man hinterher den Nachweis für 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 29 
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die Existeuz der Function y^, = f(ji), bei beliebig gegebenen realen Werthen 
der ar\ af^i . . . öi"\ zu liefern ; diesen Nachweis hat Herr Poincare^ der 
Schöpfer der systematischen Theorie der FwcAxschen Functionen, für den 
von ihm behandelten allgemeinsten Fall mit Hülfe der „methode de con- 
linuite^^*) erbracht; eine Reihe anderer von den Herren Fuchs und Poincare 
entdeckter Sätze soll flir die von uns betrachtete specielle Gattung Fuchs- 
scher Functionen im Folgenden noch kurz entwickelt werden. 

V. 

Sei G(ri) eine Fi/cA«3che Function ^-ter Ordnung mit der Gruppe G,^ 

und möge dieselbe innerhalb des Fnndamentalpolygons R^ = yu+y(iu) in den 
Punkten J7 = r,, r^, ... r^ von erster Ordnung Null, in den Punkten 17 = *i, 
«2, ... 8q von erster Ordnung unendlich werden, dann ist bekanntlich 

fd\ogG(ri) = p-q, 

wenn die Integration über die Peripherie von R^ erstreckt wird. Es ist also: 

wo 

und die Integrationen längs der den Einheitskreis orthogonal schneidenden 
Kreise auszuführen sind. Wenn nun 

rflogG(j?) = g(ri)dri 
gesetzt wird, haben wir: 

folglich 
und daher 



•) Acta Mathematica Bd. IV S. 233—278. 
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d. h. eine Fuckasche Function wird innerhalb des Fundamentalpolygons ebenso 
oft erster Ordnung Null als erster Ordnung unendlich. 

Wenn y^^ = m^ dem rj^r^ entspricht, y,^= u^ dem t] — s^, so ist: 

G(ri) = const. fl ^-^--- , 

d. h. jede zur Gruppe G„ gehörige Fuchssche Function ist rational durch y„ 
ausdrückbar *). 

Eine Ft/cÄ^sclie Function erster Ordnung, die durch die Substitutionen 
der Gruppe G„ ungeändert bleibt, ist demnach eine lineare Function von y,,, 
und umgekehrt ist klar, dass auch jede lineare Function von y,, eine Fuchs- 
sehe Function erster Ordnung mit der Gruppe G„ sei. Man kann diesen 
Umstand dazu benutzen, um für drei der Punkte a?*\ a^"\ . . . a^"^ ganz will- 
kürliche Werthe zu fixiren; die übrigen («i— 3) dieser Punkte müssen aber 
dann auf dem durch jene drei Punkte gelegten Kreise angenommen werden. 
Dass jede zur Gruppe Go gehörige Fe/cA«sche Function nur innerhalb des 
Einheitskreises der ly-Ebene definirt sei, ist a posteriori auch daher ein- 
leuchtend, dass, wenn modS<C 1, für eine -2'- Substitution von r„ mod-S^^ 1, 
also mod-5"^<:l und für eine Substitution S von G,, modSS<C 1 ist. Im 
Folgenden wollen wir die ai"\ aj''\ . . . ai*^^^ nach wie vor real, aber a^"^ = oo 
annehmen. 

Setzen wir den Differentialausdruck 



<-:&) -2 ''" ''' 



dx* ^ dr dx^ 



<£-)' 



- = -'(l). 



SO ist leicht einzusehen, dass 

und wenn o, ß, y, d beliebige Constante bedenten, hat man ferner 



/ na+ß \ 



vorausgesetzt, dass ad—yß von Null verschieden sei. 

Offenbar ist ^(— ) eine eindeutige Function von ??, und da y^ un- 



*) Vergl.: Schotfky, dieses Journal Bd. 83 S. 309 ff.; Poincari, Acta Mathematica 
Bd. I S. 227 if. 
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geändert bleibt, wenn rj eine Substitution der Gruppe G^ erfährt, ist -^(— ) 

90 

eine zu dieser Gruppe gehörige FwcA^sche Function, folglich eine rationale 
Function Qo(y^^ von y,,; wir haben daher: 



^(i)=-^(t)(t)'=c»«- 



Wenn wir auf 'i? eine -S"- Substitution der Gruppe /I, anwenden, d. h. 17 in 
eine lineare Function von 'rj verwandeln, wodurch j^o in yi übergeht, so ver- 
wandelt sich auch (>„(y.i) in seinen conjugirten Werth, und hieraus folgt, 
dass die rationale Function ^»(yo) reale Coefßcienten haben muss, wenn 
man sich in derselben Zähler und Nenner von gemeinsamen Factoren be- 
freit denkt. Setzen wir ferner 

80 ist: 

d. h. die Functionen «i, Zy genügen der homogenen, linearen Differentiedgleichung 
zweiter Ordnung 

und constituiren , da -^ = 1? keine Constante ist, ein FundamentaUyatem der- 

selben*). Die Integrale ^i, 5^ besitzen die Punkte ^„ = «1% a?^ ... ai"L„ 

00 zu Verzweigungspunkten, denn nur für diese kann -^ verschwinden 

und 7] eine Verzweigung erleiden; diese Werthe liefern demzufolge die sin- 
gulären Punkte der Differentialgleichung (y4.), d. h. die Unendlichkeitsstellen 
der Function (JoCyo). 

Um die Form der rationalen Function (>„(yo) genauer bestimmen zu 
können, bilden wir uns das „zum singulären Punkte a^''^ gehörige Funda- 
mentalsystem" Ä^i", Ä^2' Der Integralquotient: 

erleidet durch einen einfachen Umgang der unabhängigen Variabein y„ um 



•) Vergl. Riemann: Ges. Werke S. 298 ff.; S. 415, 416: Fuchs, dieses Journal Bd. 89 
S. 151; Foiucare 1. c. S. 229. 
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fli!'^ die Substitution JS^^^JS'i'^i, und aus den für die Coefficienten dieser Sub- 
stitution gefundenen Ausdrücken folgt leicht, dass die zum singulären Punkte 
«2^ gehörige Fundamentalgleichung zwei gleiche Wurzeln hat, dass also 
in der Umgebung dieses Punktes: 

«.. = (yu-fl2'>)M^.Xyo|ai">)+P,(yu|ar)log(yo-oS'OI, 

wo Pi, Pi nach ganzen Potenzen von (j^o— oS"^) fortschreitende Reihen be- 
deuten und flir ;f = «„ d. h. a^"^ = c», an Stelle von yo— ««^^ zu nehmen ist 

— Da im Punkte y„ = a^"^ sowohl 17 als auch dessen Ableitungen be- 

stimmte Werthe haben, können Pj, P2 nicht unendlich viele negative Po- 
tenzen enthalten, die Gleichung (A.) gehört folglich zu der von Herrn 
Fuchs*) charakterisirten Klasse linearer homogener DiflFerentialgleichungen, 
welche ich bei einer früheren Gelegenheit als Fuchssche Klasse bezeichnet 
habe. Die Differenz der Wurzeln der zu o^"^ gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung muss eine ganze Zahl sein, und da y^^ eine eindeutige 
Function von 17 ist, folgt hieraus, nach den Principien von Herrn Fuchs **), 
dass diese Wurzeln einander gleich sein müssen. Da femer in {A.) der 

Coefficient von -j~ gleich Null ist, hat jede dieser Wurzeln für einen im 

Endlichen gelegenen singulären Punkt den Werth ^, für den unendlich fernen 
Punkt dagegen den Werth — ^. Pi, P> sind demnach im Punkte yc, = 0^!'^ 
endlich und von Null verschieden, und aus der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen folgt nun leicht***), dass Q^{y^) die Form hat: 



^{yo)' 



wo 



n,-l 



i/(yo)= /7(yo-al"0; •< = ~ 



x=l 



und pr\ p^'\ . . . p^'^'la reale Zahlwerthe sind. Die Form (1.) der Function 
(^0(^0) wurde bestimmt aus der Voraussetzung, dass die Differentialgleichung 
{A.) der FMcA«schen Klasse angehöre, dass ihre singulären Punkte y,j = a{"\ 



•) Dieses Journal Bd. 66 S. 146. 
♦•) ibid. Bd. 89 S. 151 ff. 
♦♦♦) Vergl. Fuchs, dieses Jourüal Bd. 76 S. 183. 
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a5"\ ... a^"^ seien, und dass ihre determinirenden Fundamentalgleichungen 
die doppelte Wurzel ^, bezw. fUr af;l'^ = oo die doppelte Wurzel — ^ haben; die 
trotz dieser Bedingungen unbestimmt bleibenden Parameter p^l^\ p^^\ . . . /iJJ'^3 
bestimmen sich durch die Forderung, dass y„ eine Fuchs^che Function des 
Integral quotienten sei. 

Für «1 = 3 wird ()()(y„) durch Gleichung (1.) vollkommen bestimmt, 
es ist nämlich, wenn wir Überdies a{^'^ = 0, a^'*^ = 1 wählen : 

die Differentialgleichung (A.) lautet also: 

und stimmt demnach im Wesentlichen mit derjenigen Uberein, welcher die 
Periodicitätsmoduln eines elliptischen Integrals erster Gattung als Functionen 
des Moduls genügen. Die Function rj von y„ ist also in diesem Falle iden- 
tisch mit der zuerst von Herrn Hermite in die Analysis eingeführten Modul- 
function, deren ausführliche Theorie Herr Fuchs *)^ von der angegebenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgehend, entwickelt hat. 
AVenn n^ > 3, haben wir bei willkürlich gegebenen realen Werthen 
der ör'>, af\ . . . <>.i 

die Parameter ;?["\ pf\ , . . pi"^ 3 lassen sich also stets so bestimmen^ dass y,, 
eine FuchsBche Function des Integralquotienten ist**); wir wollen nun noch 
nachweisen, dass diese Bestimmung jener Parameter nur auf eine einzige 
Weise möglich w/***). Um diesen Beweis liefern zu können, bedarf es 
jedoch noch einiger Bemerkungen über die Differentialgleichung (A.). 
Es ist in der Umgebung des Punktes y,) = a^'^: 

T~ = log(»..-oi"^)+^.(yo|an, 

WO ^^ eine nach positiven ganzen Potenzen von y^— a^"^ fortschreitende Reihe 
bedeutet. Sei nun 



♦) Dieses Journal Bd. 83. 

•*) Vergl. Poincari: Acta Mathematica Bd. I S. 234, Bd. IV S. 233—278. 
*♦*) Vergl. Poincare ibid. Bd. IV S. 231 ff. 
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80 ist leicht einzusehen, dass die Function 



.(")■ 



ungeändert bleibt, wenn y,, einen Umlauf um a^'*^ vollzieht, und dass y,) eine 
allenthalben eindeutige Function von |^ ist, die aber in der Umgebung 
der Punkte Sx = (^xy welche den von a^"^ verschiedenen Werthen y„ = aj'^ 

(A = 1, 2, ...;?— l,;f+l, ... Wj) entsprechen, in der Form 

1 

darstellbar ist, wo ?ß eine nach positiven ganzen Potenzen der in Parenthesen 
stehenden Grösse fortschreitende Reihe, /f,, /W2, ••• Constante bedeuten, d. h. 
j^u als Function von f, besitzt in den Punkten ^x OS^) eine wesentliche 
Singularität, Setzen wir: 

1 V-l 

SO ist: 

^^ = constqr^ 

und folglich y„ auch eine allenthalben eindeutige Function von q^. 

Vollzieht y,, einen einfachen Uralauf um den Punkt a^"^, so geht ^ 
über in: 

diese lineare Function muss die Peripherie des Einheitskreises der i?-Ebene 
in sich selbst transformiren, und die sich hieraus für c\\\ c^^ ergebenden Be- 
dingungsgleichungen lehren, dass: 

«g"9*(^(;ö^ c«^/, +V) ) = 8gn(mod^-l). 

Es ist demnach, wenn modi?<:;l, auch modqr^^l, und wenn modi/=l, 

auch modgr, = 1 (;f = 1, 2, ... «,). Es ist also yo Air ^ = 1, 2, . . . iti— 1, — 

für X = Wj, eine innerhalb des Einheitskreises der ^,-Ebene holomorphe Func- 
tion von q^, die ftlr Werthe von q^, deren absoluter Betrag grösser als 1 
ist, nicht existirt; die Punkte der Peripherie dieses Einheitskreises, welchen 
überhaupt Werthe der Function y„ entsprechen, gehören zu den Punkten 
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y„ = a^p (i^^) und sind demnach wesentlich singulare Stellen für diese Func- 
tion, während für y,, = a^*^^ ist : 

^ = oc, also -^ = -f„ d.h. q, = 0. 

In der Umgebung von qx = 0^ d. h. innerhalb des Einheitskreises der q^- 
Ebene ist y„ entwickelbar nach positiven ganzen Potenzen von q^ für x = 1^ 
2, . . . «1—1, während fUr x = «j, für welchen Werth wir q„^ = q setzen wollen: 

(2.) ^ = A,q+A,q^+-^, 

WO Ai von Null verschieden ist, und diese Reihe convergirt für alle Werthe 
von q, deren absoluter Betrag < 1 *), stellt uns also die Function y„ in ihrer 
Totalität dar. 

Wir formuliren nun den zu beweisenden Satz in folgender Weise. 
Durch unseren Iterationsprocess haben wir die Differentialgleichung (A.) 
mit den singulären Punkten al"\ ö^"\ . . . a^'*^ erhalten; möge 

eine andere Differentialgleichung sein, welche zur FwcÄ^schen Klasse ge- 
hört, deren singulare Punkte dieselben sind wie die von (y4.), deren deter- 
minirende Fundamentalgleichungen für die im Endlichen gelegenen singu- 
lären Punkte sämmtlich die doppelte AVurzel ^, für den nnendlich fernen 
Punkt die doppelte Wurzel —^ haben, und wo y,, eine Fuchs^che Function 
des Integral quotienten £ ist; dann soll gezeigt werden, dass (ß.) mit (A,) 
identisch ist. 

Bezeichne iti, w^ ein Fundamentalsystem von (ß.), für welches 

dann ist yo eiue eindeutige Function von ^, die ungeändert bleibt, wenn auf 
^ eine Gruppe E,, von linearen Substitutionen angewandt wird, welche die 
Peripherie des Einheitskreises der £-Ebene in sich selbst transformiren. 
Man sieht leicht ein, dass alsdann die £^- Werthe, welche den singulären 
Punkten y„ = ö1"\ a^^ . . . a^''^ entsprechen, auf der Peripherie des Einheits- 
kreises gelegen sind, mögen die diesen Punkten entsprechenden Werthe 

eines bestimmten Zweiges der Function l, sein fj, f^? ... f«,. Das zum 

*) Vergl. Poincard, Acta Mathematica Bd. 1 S. 215. 
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Punkte yo = «i"^ = ^ gehörige Fundamentalsystem sei : 
und setzen wir 

1 C-i 



SO entspricht dem y„ = oo der Werth qr = 0, und wenn mod^ = 1, ist auch 
modgr = l; die den singulären Punkten y„ = ap^\ af\ ... a^^Li entsprechen- 
den g-Werthe liegen also auf der Peripherie des Einheitskreises. In der 
Umgebung von q = ist y„ eine holomorphe Function von q, also holo- 
morph fUr modgr<;l, und für diese Werthe von q gilt demnach die Ent- 
wickelung: 

(3.) -^ = B,~q+B,q'+..., 

WO Bi von Null verschieden ist. Aus den Gleichungen (2.), (3.) folgt nun- 
mehr, dass für modg<;l und modqr^l, q eine eindeutige Function von 
q und q eine eindeutige Function von q sei, es ist also der Quotient 

eine eindeutige Function von q für mod^<C 1 und eine ebensolche Function 
von q für modgr<C 1. Sei 

q = r-\-8ij 

M = logniod/, 
so genügt M der partiellen Differentialgleichung 

während y^^ als Function von q die Differentialgleichung 

^yo_ ^ _ . ^\ 

befriedigt, und — ist ein in der Umgebung von ^ = holomorphes Integral 
dieser Differentialgleichung *). Dasselbe bleibt holomorph, solange -^H eine 

dq 



«' 



') Vergl. FuchSy dieses Journal Bd. 83 S. 25. 
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holomorphe Function von y„ und q ist *), also jedenfalls für modq <Z 1. Sei 
tr^i , fr,2 das zum singulären Punkte y,, = ai"^ gehörige Fundamentalsystem 
der Differentialgleichung (B.) und 

1 S-l 



y(x)4.y(x) y(x)f_Ly(x) 

Yx — ' «^ ? 

dann ist ^^x = für y,, = a^"^, und y„ ist eine holomorphe Function von q^, 

wenn modgr^<Cl. Es lässt sich daher in der j^o-Ebene ein den Punkt a^"^ 

in sich schliessender Bereich /^^ abgrenzen, innerhalb dessen mod^^ stets 

kleiner ist als 1. Aber so lange modgr, <Cl, bleibt mod^ entweder stets 
kleiner oder stets grösser als 1, d. h. alle ^-Werthe, welche y„-Punkten 
des Bereiches f^ entsprechen, liegen entweder sämmtlich innerhalb oder 

sämmtlich ausserhalb des Einheitskreises der ^-Ebene. Sei nun q = (fx ein 

Punkt der Peripherie des Einheitskreises, welcher dem ^ = «x entspricht, 

dann werden in einer gewissen Umgebung von p^ die qr-Werthe, welchen 
überhaupt Stellen der Function y„ entsprechen, entweder sämmtlich inner- 
halb oder sämmtlich ausserhalb des Einheitskreises der gr-Ebene liegen, aber 
da f/i) innerhalb dieses Einheitskreises holomorph ist, wird man p^ mit einem 
theils im Innern theils ausserhalb des Einheitskreises verlaufenden Bereiche 
umgeben können, in dessen ausserhalb dieses Kreises gelegenem Theile sich 

kein gr- Punkt vorfindet, der einem y,rWerthe entspräche. Nehmen wir 

nun an, es gäbe auf der Peripherie des Einheitskreises der 9-Ebene einen 
Bogen a von endlicher Länge, dessen einem Endpunkte p der singulare 
Werth yo = öx'^ entspricht, auf dem sich aber sonst kein Punkt findet, in 

welchem die Function y„ von q entweder nicht existirt oder gleich einem 
der singulären Werthe af'\ a^"\ . . . ai"li wird, dann wäre -^ längs a holo- 

dq 

morph; es Hesse sich daher**) y„ über den Bogen o hinweg nach dem 

ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Theile der gr-Ebene als holomorphe 
Function fortsetzen und bliebe auch in diesem ganzen Theile holomorph. 
Dann würden aber auch den ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Punkten 

*) Briot et Bouquet, Journal do TEcolo Polytechnique Cah. 36 p. 138. 
**) Vergl. hierfür, wie für die ganze Schlussweise: Fuchs, 1. c. S. 26, 27. 
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der Umgebung von p Werthe der Function y„ entsprechen, was den früher 
gefundenen Resultaten widerspräche. Ein solcher Bogen a kann sich folg- 
lich nicht vorfinden, d. h. es giebt in jeder Nähe eines jeden Punktes der 

Peripherie des Einheitskreises der gr-Ebene Stellen, wo die Function y^ 
wesentlich singulär ist oder gar nicht existirt, und hieraus schliessen wir, 

dass den ^-Werthen, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, ^-Werthe ent- 
sprechen, deren absoluter Betrag ebenfalls gleich 1 ist, und umgekehrt, dass 
also fllr modq = 1 mod/ = 1, also ^=0 ist*). Da aber M eine holomorphe 
Function von r, s ist (für r^+s'^ < 1), die der partiellen Differentialgleichung 
(4.) genügt, folgt, dass M identisch Null ist, und also 

moäq = modq^ 
d.h. 

wo ^ eine Constante, und endlich 

wo i., ,«, V, p Constante bedeuten, und hierdurch ist unser Satz bewiesen. 



VI. 

Sowie y„ als F«cA»sche Function von t] mit der Gruppe G„ durch 
die Differentialgleichung 



(1-) •^(-JXf )'e»w = 



definirt wird, wo (>u(yo) die durch Gleichung (1.) Nr. V gegebene rationale 
Function bedeutet, genügt auch die Fuchs^ehe Function y^ mit der Gruppe 
Gx einer Differentialgleichung derselben Art, welche aus (1.) entsteht, indem 
man daselbst y„ durch seinen rationalen Ausdruck in y^ ersetzt. Da 

so hat die Differentialgleichung für yi die Form: 



(2-) <f)+('^:;-)'Q'M = 0. 



wo 



*) Vergl. Poincar^, Acta Mathematica Bd. IV S. 231, 232. 
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(3.) QM = ^(f )+(|^)'0"(yo), 

und die rationale Function Qx(yx) ist aus den Werthen a[^^^ ai^\ ... ai^^ X=oc) 

auf analoge Weise gebildet, wie (^uC^o) aus den of'\ a^"\ . . . o^*X= ^)? ^^^ 
enthält also «a+i— 3 algebraisch nicht bestimmbare Parameter. Wenn die 
«1—3 Parameter von (>o(!(u) so gewählt sind, dass t/o eine FticA^sche Func- 
tion von Tj ist, und zwischen y^ und y„ die Gleichung (2.) Nr. II besteht, 
so ist in dem durch Gleichung (3.) bestimmten Qi(yx) über die in demselben 
enthaltenen («a+i— 3) Parameter auch derart verfUgt, dass yx eine FtrcA^sche 
Function von ij ist. Die Gleichung (2.) Nr. II liefert uns also eine Trans- 
formation*) der Differentialgleichung (1.) in eine Differentialgleichung (2.) 
von gleicher Beschaffenheit, ebenso wie bei Jacobi **) die Differentialgleichung 

(-äf-)' = (i-y^).(i-^y) 

in die Differentialgleichung 

durch die Gleichung 

Vy-U = 

transformirt wird. Wir können also füglich yi als eine aus y„ durch rationale 

Transformation entstandene Fnchsscke Function bezeichnen, und die Analogie 

mit den rational aus einander transformirten elliptischen Functionen ist auch 

darin hergestellt, dass die Gruppe von yx eine Untergruppe mit endlichem 

Quotienten der Gruppe von y„ ist***). Ferner ist auch hier, wie bei den 

elliptischen Functionen 

WO rix ßioe lineare Function von yx, und wir haben folglich 

lim(),(y,) = 0, 

A=oo 

eine Gleichung, die bei gegebenen Werthen der af '^, o^"\ . . . aj'1.1 zur 
näherungsweisen Berechnung der Parameter pf '\ p^^\ . . . p^'/ia dienen kann. 



*) Man vergl. hierfür Herrn Kummers Abhandlung über die hypergeometrische 
Reihe, dieses Joui-nal Bd. XV 8. 39 ff. 

♦*) Gesammelte Werke (1881) Bd. I S. 87, 88. 

***) Vergl. Poincar^, Acta Mathematica Bd. IV S. 287. 
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lieber die Beziehungen zwischen den sechzehn 
Thetafunctionen von zwei Variabein. 

(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 



§1- 

\ T ir betrachten das System der sechzehn Thetafunctionen von zwei 
Argumenten. Die ungeraden bezeichnen wir als ©i, ©2? ■•• ©c« Den drei- 
gliedrigen Combinationen der Zahlen 1 bis 6 sind dann die geraden Func- 
tionen zugeordnet, und zwar complementären Combinationen dieselbe Function; 
so ist ©123 = ©45G u. s. f. Dagegen entsprechen den fünfzehn Combinationen 
zu zweien: 12, 13, ... 56 die sämmtlichen unter einander incongruenten 
halben Perioden. 

Die Functionen 0,„ sind durch ein System homogener quadratischer 
Gleichungen verbunden, und zwar hat man in diesem zwei Gruppen zu 
unterscheiden: erstens lineare Relationen zwischen den Quadraten, und zwei- 
tens solche zwischen den Producten verschiedener 0. Geht man von den 
Gleichungen der ersten Art aus, so kann man durch sie sämmtliche Grössen 
©f„ als lineare Functionen von vier Veränderlichen X, Y, Z, W ausdrücken. 

Die Gleichungen der zweiten Gruppe zerfallen, den einzelnen halben 
Perioden entsprechend, in fünfzehn besondere Gruppen. Zur Periode 56 
gehören die acht Producte: 

I. ©10150? 02 025Ü7 ©3 ©350? ©4 ©4505 

II» ©145 ©235 J ©245 ©315? ©345 ©125 ? ©5 ©(»• 

Die Reihe I enthält nur ungerade, die Reihe II nur gerade Functionen; 
zwischen je drei Gliedern einer solchen Reihe besteht eine homogene lineare 
Gleichung. 

Nimmt man zu den Gleichungen der ersten Gruppe noch irgend eine 
von diesen Gleichungen der zweiten Art hinzu, gleichviel welche, so erhält 
man eine biquadratische Relation zwischen X, Y, Z, W^ die Gleichung der 
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Kummer&cheu Fläche. Es ergiebt sich also auf diiese Weise eine Darstellung 
aller geraden Abehchen Functionen, die zu einer bestimmten Klasse ge- 
hören, rational durch die homogenen Coordinaten eines variabeln Punkts 
der Kummer&chen Fläche; für die ungeraden Functionen muss noch eine 
Irrationalität hinzugefügt werden. 

Dies ist bekannt. Zu einer anderen Darstellung aber gelangt man, 
indem man die Relationen der zweiten Gruppe zum Ausgangspunkt wählt; 
und zwar kann man sich auf dieses System beschränken; denn die linearen 
Relationen zwischen den Quadraten sind eine Folge desselben, wenn dies auch 
nicht ganz unmittelbar zu erkennen ist. Die Coefficienten der Gleichungen, 
die wir benutzen, werden wir nicht bestimmen; denn bei unserer Unter- 
suchung ist nur die Form der Relationen von Wichtigkeit, und diese ist 
durch die Aufstellung der beiden Systeme I und II bereits gegeben. Es wird 
sich also nichts ändern, wenn wir uns jedes Theta mit einem willkürlichen 
Constanten Factor behaftet denken. ' Auch können wir alle sechzehn Grössen 
0„. noch mit einem und demselben variabeln Factor multipliciren , da die 
Relationen, die wir zu betrachten haben, sämmtlich homogen sind. 

§2. 
Wir setzen: 

(1.) 0^0^0,0aßr = Faßr 

Auf diese Weise sind, den zwanzig möglichen Combinationen aßy der Zahlen 
1 bis 6 entsprechend, ebensoviele Grössen F definirt. Aus den Gleichungen 
des Systems I, das im vorigen Paragraphen aufgestellt wurde, geht nun 
Folgendes hervor: Wenn man aus diesen zwanzig Grössen F irgend drei 
auswählt, deren Indices zwei gemeinsame Elemente haben, z. B. Fjse, F^sg, 
F^se,, 80 sind diese drei Grössen durch eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coefficienten verbunden. Auf diese Weise ist es möglich, 

Fi5o und F256 durch ^35« und F450, 
Fh5 und F245 durch F345 und F450 

auszudrücken, u. s. f. Man erkennt leicht, dass sämmtliche zwanzig Grössen 
F sich als lineare homogene Functionen von 

(2.) F356, F^sti, F345, F34<i 

ausdrücken lassen; dass aber diejenigen Grössen, wie F12G, F136 u. s. f., deren 
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Index das Element 6 enthält, auch schon durch die drei Grössen 

(3.) F345, Fy^^ F350 

allein dargestellt werden können. — Es seien nun: 

X, yl a, w 

vier lineare Functionen der Grössen (2.) mit nicht verschwindender Deter- 
minante. Dann werden sämmtliche F^ß^ lineare Functionen von x, y, ss, w. 
Es muss ein Werthsystem 

^ = «0, y — bo^ « = Cß, w = d(i 

geben, für welches diejenigen zehn linearen Ausdrücke F^ß^, verschwinden, 
deren Index das Element 6 enthält; denn, wie eben bemerkt, sind hierzu 
nur drei Gleichungen erforderlich. Ebenso müssen fünf andere constante 
Werthsystem e 

^u ^1» ^n ^i5 *^7 ^2) C'i? d-z] • • • ^5? 65J ^5? 05 

existiren von solcher Beschaffenheit, dass allgemein die lineare Function 
Faßr gleich wird, sobald für x, y, a, ir eins der drei Werthsysteme 

(«a, *«, <^a, rf«)? («/J^ hf ^ßy ^ß\ (flr^ ^YJ ^yy ^r) 

gesetzt wird. 

Wir betrachten das veränderliche Werthsystem (x^ y, z, w) und die 
sechs festen (a^, b^^c^^ dj) als die homogenen Coordinaten eines veränder- 
lichen und sechs fester Punkte im Räume. F«^^ = ist dann die Gleichung 
einer Ebene, welche durch die Punkte er, /?, y hindurchgeht. Nimmt man 
die festen Punkte als gegeben an, so ist auf diese Weise jede der zwanzig 
linearen Functionen F^ß^ definirt bis auf einen constanten Factor. 

§ 3. 

Betrachten wir jetzt das System II in § 1. Hier folgt, dass 0^0^ 
sich homogen und linear durch 

©145 0235 und 0>« 0315 

ausdrücken lässt. Multiplicirt man alle drei Producte mit 

0, a 03 04 05 
und setzt: 

(1.) 0,020304050c = /T, 
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80 folgt eine Gleichung: 

(2.) n.0l = ^F,«F235+ßF245F3i5, 

in der A und B Constanten bedeuten. Der Ausdruck auf der rechten Seite 
setzt sich zusammen aus zwei quadratischen Functionen, die in den Punkten 
1, 2, 3, 4, 5 verschwinden, und zwar im Punkte 5 von der zweiten Ord- 
nung. Da man aber bei dieser Darstellung jeden der Punkte 1, 2, 3, 4 
auch mit 6 vertauschen kann, so muss der Ausdruck auf der rechten Seite 
im Punkte 6 ebenfalls verschwinden. Wir erhalten also: 

(3) n.0l = G,, 

wo Gs eine quadratische Function von x, y, z>, w bedeutet, die in allen 
sechs Hauptpunkten verschwindet, und zwar im Punkte 5 von der zweiten 
Ordnung. G« = ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Spitze durch den Punkt « gebildet wird, während auch die fünf übrigen 
Punkte auf der Fläche liegen. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich aber auch die übrigen Grössen 
IT.Olßy ausdrücken. Es ist 



(4.) 


0,02 03 0,« = F,,3, 


(5.) 


04 06 00 0.5« - F,^. 




^^456 ^123 


(6.) 


//.C/l23 ^123^ 



Da aber zugleich: 

ist, so folgt: 

wo Gi23 das Product 

(7.) Gi23 = Fi23F45e 

bedeutet. Auch dies ist eine homogene quadratische Function von a?, y^ «, 
u?, die in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Für alle sechzehn Indices 
gilt also jetzt die Formel 

(8.) n.0i = G,„, 

wo jedes 6r„, eine quadratische Function bedeutet, die in den sechs Punkten 
verschwindet. Es giebt vier linear unabhängige Functionen, die dieser Be- 
dingung genügen. Nennen wir ein solches System 

X, Y, Z, W, 

SO sind die sechzehn G,„ lineare Functionen dieser vier neuen Variabein, 
die wir ebenfalls als Coordinaten eines Raumpunkts auffassen wollen. Und 
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zwar sind es diejenigen besonderen linearen Ausdrücke, welche, als quadrati- 
sche Functionen von x^ y, z, w betrachtet, entweder zerfallen oder in einem 
der sechs Hauptpunkte von der zweiten Ordnung verschwinden. 

§4. 
Aus den Gleichungen (4.) und (5.) im vorigen Paragraphen folgt ferner: 



Ebenso ist: 



folglich : 



F 

' 12» 

F 

' 456 


0,0,0, 

©4 0*0. 


F 

F "" 

■*423 


0,0.0. . 
0,0,0, ' 


F F 

■* 12» ■ 156 

F F 

* 42»' 456 


G] G, 



Wir erhalten also: 

(1.) G^Fy2iFi^—GiF^2zF45o — 0- 

Da diese Gleichung auch bei Vertauschung der Indices 3 und 5 bestehen 
bleiben muss, so ist auch 

Dies sind Relationen zwischen den Veränderlichen x, y, z, w; die Ausdrücke 
auf der linken Seite stellen sämmtlich ganze Functionen vierten Grades 
dar, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden. 

Bezeichnen wir flir den Augenblick die Determinanten, welche ge- 
bildet sind aus dem variabeln Werthsystem x, y, z, w und je drei der sechs 
festen, mit D^ß^ Dann kann sich F^^.. von D^^^ nur um einen constanren 
Factor unterscheiden. Aus (2.) folgt dann: 

-^^123 ^150 ^425 '^3«) ^ ^423 ^4W»^125 ^l3(i = ^^ 
^123 *J\5^} ^435 ^420 "~" ^ ^423 ^45fi «-^135 ^I2f. "== ^? 

wo c und c' Constanten bedeuten. Subtrahirt man beide Gleichungen, so 
ist nach einem bekannten Determinantensatz 

^425 ^430 -^435 ^420 == -^423 ^4M) } 

dies wird also gemeinsamer Factor in der Differenz. Lässt man denselben 
fort, so ergiebt sich: 
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und dies muss eine Identität sein. Hieraus folgt: 

die Gleichung (2.) bleibt also auch bestehen, wenn man für die Grössen 
F^ß^ direct die Determinanten-Ausdrucke D^ß^ substituirt. 

Daraus geht aber hervor, dass die Gleichungen (2.) — und ebenso 
(1.) — identisch sind mit derjenigen Beschränkung, welcher der Punkt 
X, y, Zy w unterliegen muss, wenn von ihm aus ein Kegel zweiten Grades 
construirbar sein soll, welcher durch die festen Punkte 1 bis 6 hindurch- 
geht. Bezeichnen a?o, j^o? ^u? tr,, die Coordinaten irgend eines Punktes, der 
dieser Bedingung genügt, so muss eine lineare Function von X, Y, Z^ W 
existiren, deren vier Ableitungen im Punkte a-„, y,„ 2,,, «^u verschwinden. 
Die Ausdrücke auf der linken Seite der Gleichungen (1.) und (2.) sind des- 
wegen der Functional- Determinante von X, F, Z, W, die wir mit D be- 
zeichnen wollen, proportional. 

§ o. 

Die Fläche der Kegelspitzen, D = 0, wird zuerst erwähnt in einer 
Abhandlung von Weddle: „On the theorems in spaee analogous to those 
of PasccU and Brianchon in a plane". Camb. and Dubl. Math. Journal, 
t. V, 1850. Ich entnehme dies einer Caj^/eyschen Arbeit: „Snr les cones du 
second ordre qui passent par six points donn^s". Comptes rendus 1861. 
Von Herrn Geiser (Ueber zwei geometrische Probleme, dieses Journal Bd. 67) 
rührt die Definition der Fläche als Ort der sich selbst entsprechenden 
Punkte einer reciproken Transformation her. Herr Geiser erwähnt sechzehn 
besondere Linien, die auf der Fläche liegen. Dies sind folgende: 

I. Die Raumcurve dritter Ordnung, welche durch die sechs ge- 
gebenen Punkte bestimmt ist. Bekanntlich geht durch diese Curve jeder 
Kegel zweiten Grades, dessen Spitze einer der sechs Hauptpunkte ist, und 
auf dem ausserdem die fünf übrigen Punkte liegen. Es verschwinden also 
in dieser Curve, die wir h nennen wollen, die sechs Functionen Gi, ... G^^ 
während 6,33 etc. von verschiedene Werthe erhalten. Dass die Linie A„ 
auf der Fläche Z) = liegt, geht unmittelbar aus der Form (1.) hervor, in 
der diese Gleichung im vorigen Paragraphen zuerst dargestellt wurde. 

IL Die geraden Verbindungslinien der Hauptpunkte. Diese wollen 
wir als Ä,2, Ki, • • • ^sg bezeichnen. In 1,2 verschwinden die vier linearen 
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Ausdrücke F123, Fi,4, F125, F,2o, also auch die quadratischen G,23, 0,24, etc., 
ausserdem (?, und G2, während die übrigen Flächen G„, = die Linie 1^2 
nicht enthalten. Aus der zweiten Form der Gleichung D = geht hervor, 
dass i,2 auf dieser Fläche liegt. Es verschwinden in dieser Linie die 
Functionen: 

^1? ^2? ^1231 ^1241 ^1257 ^^1207 

während die übrigen von verschiedene Werthe annehmen. 

Zu jeder von den angegebenen sechzehn Linien gehört also eine 
Gruppe von sechs Thetafunctionen, welche längs derselben verschwinden. 
Zu ku gehören die sechs ungeraden, zu laß diejenigen sechs, welche aus 
den ungeraden entstehen durch Vermehrung der Argumente um die halbe 
Periode aß. Wenn die sechs ungeraden Thetafunctionen gemeinsam ver- 
schwinden, so müssen nothwendig die Argumente constant, und zwar gleich 
oder congruent sein. Es entsprechen also den sämmtlichen Punkten der 
Linie K die Werthe « = 0, u' = 0. Ebenso sind längs der Linie' A^y, die 
Werthe der Argumente constant, und zwar gleich der halben Periode aß. 
Es folgt hieraus, dass die Quotienten der Coordinaten a?, y, «, w Abel^che 
Functionen sind, welche unbestimmt werden für 11 = 0, w' = und diejenigen 
Werthe, welche den halben Perioden entsprechen. Ausserdem liegt noch 
auf der Fläche D = die Schnittlinie des Ebenenpaares F,23 = 0, F450 = 0. 
Hier verschwindet ©123 = 0456, während die fünfzehn übrigen Functionen von 
verschieden sind. Die Argumente bleiben deshalb längs dieser Linie 
variabel. 

§ 6. 

Bei der folgenden Untersuchung betrachten wir x, y, 2, %d als un- 
abhängige Grössen; wir sehen also ab von der Gleichung, welche zwischen 
ihnen besteht. Wenn wir setzen: 

^ ^ y 



JL-i JL- ^ - ,. 

^' ■" ^? ly f^y ^' ''? 

80 sind l^ //, V gegeben als rationale Functionen von l, r^^ X>l wir können 
aber auch umgekehrt |, ?/, ^ als Functionen von i, ^^ v auffassen. 
Es seien 

-07 ^0? &)? A)) ,^07 ^0 

31* 
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irgend zwei bestimmte zusammengehörige Werthsysteme. Die drei Glei- 
chungen zweiten Grades 

x-A.,w'=o, y-i/,fr=o, z^r,,w=o 

werden dann erfüllt durch das Werthsystem 

(x, y, z, w) = (fo, ^0, &M 1) 

und durch diejenigen, welche den sechs Hauptpunkten entsprechen. Es 
giebt aber acht Schnittpunkte dieser drei Flächen zweiten Grades, und durch 
sieben derselben ist der achte eindeutig rational bestimmt. Folglich giebt 
es ausser dem Werthsystem f,,, ??jj, t,, noch ein zweites ^o, i?,'„ Si? welches 
zu demselben Werthsystem At,, ^,„ v„ gehört. 

Einem Werthsystem l, /j, v entsprechen also zwei Werthsysteme 
I, 1?, X>j die durch Auflösung einer quadratischen Gleichung gefunden werden. 
Zwei solche zusammengehörige Werthsysteme wollen wir conjugirt nennen; 
ist f, ri'^ ^ das eine, |', rf, ^' das andere, so können §', ri\ X! als rationale 
Functionen von |, ??, 'C dargestellt werden, deren Coefficienten rational sind 
in den Goordinaten der sechs festen Punkte. Dieselben rationalen Ausdrücke 
stellen f, 17, ^ als Functionen von 5', ri, X! dar*). 

Offenbar kann jede rationale Function von ?, ??, X zerlegt werden 
in einen Theil, der ungeändert bleibt, wenn man fiir f, ?;, ^ das conjugirte 
Werthsystem einsetzt, und einen zweiten, der bei dieser Transformation nur 
sein Vorzeichen ändert. Der erste Theil muss sich offenbar rational durch 
A, .1/, V ausdrücken lassen, der zweite als Quadratwurzel einer rationalen 
Function von i, //, v; und es genügt, eine einzige Function dieser zweiten 
Art aufzustellen. 

Wir betrachten die ganzen Functionen vierten Grades von x^ y, ä, 
IT, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwin- 
den. Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen dieser Art ist 11; 
denn die allgemeine Function vierten Grades hat 35 Coefficienten, zwischen 
denselben aber sind 4.6 Bedingungsgleichungen gegeben. 

Zu diesen Functionen gehören zunächst alle quadratisch aus X, Y, 
Z, W gebildeten Ausdrücke; diese erschöpfen 10 der 11 Functionen; es 
muss also noch eine elfte existiren, die sich nicht quadratisch aus X, V^ 
Z, W zusammensetzen lässt. Eine , solche wollen wir mit Q bezeichnen. 



*) Vgl. § 10 der citirten Geiserschen Abhandlung. 
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Bilden wir nun aber einen Ausdruck von dieser Form: 

V = AQ'+BQ+C, 

wo A eine Constante, B eine beliebige quadratische, C eine Function vierten 
Grades von X, F, Z, W bedeuten soll, so stellt dieser eine Function achten 
Grades von x, y, «, w dar, die in den sechs Hauptpunkten von der vierten 
Ordnung verschwindet. Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen 
dieser Art ist 

^^^--6.20 = 45, 

die Anzahl der in V enthaltenen Coefficienten aber: 

1 + 10 + 35 = 46. 

Folglich muss es möglich sein, diese Coefficienten so zu bestimmen, dass 
y identisch wird. 

Nehmen wir dies an, so kann der Coefficient A nicht sein, weil 
sonst entweder eine Gleichung zwischen X Y^ Z, W bestehen würde, oder 
Q rational durch diese Grössen ausdrückbar wäre. Beides ist nicht der 
Fall ; folglich können wir A == 1 annehmen. 

Dann aber können wir Q durch Q—^B ersetzen, ohne dass die vor- 
ausgesetzten wesentlichen Eigenschaften von Q aufgehoben werden. Die iden- 
tische Gleichung r= geht dann über in eine Gleichung von dieser Form; 

Q'^^M = 0, 

wo M eine ganze Function vierten Grades von X, Y, Z, W bedeutet. Wir 
erhalten also den Satz: 

Es giebt eine Function merten Grades Qi^^y, z,w), deren Quadrat 
sich als Function vierten Grades von X, Y^ Z, W darstellen lässt: 

\Q(x, y, z, wT = M(X, y, Z, W). 

während Q selbst nicht rational in diesen Grössen ist, und zwar ist Q — daher 
auch M — durch die Bedingungen dieses Satzes bestimmt bis auf einen con- 
stanten Factor. 

Der Quotient 

ist zwar rational in den Grössen $, ??, ^^ aber nicht in i, fx, v; erst q^ lässt 
sich rational in den letzteren Grössen darstellen, q selbst muss deshalb 
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m —q übergehen, wenn die Grössen $, ly, Z durch das conjugirte System 
ersetzt werden. Hieraus folgt: 

Die Verhältnisse der Grössen x^ y, z^ w lassen sich rational ausdrücken 

durch X, Y, Z, W und }'M(X, Y, ZTF). 

§ 7. 

M ist eine Function vierten Grades von X, Y, Z, W, Wir müssen 
zeigen, dass diese nicht in Factoren niedrigeren Grades zerlegbar ist. 

I. Wir nehmen zunächst an, M enthielte einen Linearfactor /". Als 
abhängig von x^ y, a, w betrachtet, wäre dieser eine quadratische Function, 
die in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Eine solche kann kein Qua- 
drat sein, und da Q^ durch f theilbar ist, so wäre Q selbst durch f theilbar. 
Nennen wir den übrig bleibenden Factor g: 

Q = f-g. 

so ist g ebenfalls eine quadratische Function von x, y^ z, w. Es wäre dann 

also g'^ gleichzeitig eine rationale Function von X, Y, Z, W^ und eine ganze 
von X, y, Zy w. Folglich müsste g'^ auch als ganze Function von X, y, 
Z, W darstellbar sein. Daraus folgt aber, dass g in den sechs Hauptpunkten 
wird. Mithin müsste g eine lineare Function von X, Y, Z, W werden. 
Es wäre also Q = fg eine rationale Function von X, 7, Z, W, was der 
Voraussetzung widerspricht 

n. Wenn M keinen Linearfactor enthält, aber dennoch zerlegbar 
ist, so muss M das Product von zwei unzerlegbaren quadratischen Func- 
tionen Ky L der Grössen X, Y^ Z, W sein: 

Fassen wir jetzt K und L als abhängig von x, y, z, w auf, so könnten K 
und L zerlegbar werden. Es sei y der grösste gemeinsame Theiler von K 
und Qy und 

wo a, /:? Functionen von x^ y, a, w bedeuten, die keinen gemeinsamen 
Theiler haben. Dann ist 

aL = ß'r. 
und hieraus folgt, dass y durch a theilbar sein muss. Wir können deshalb 



/ 
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y = al setzen und erhalten so: 

K = a% Q = aßl, L = ß'l. 

a, ß sind Functionen von x, y, z, w, welche von demselben Grade sein 
müssen. 

a. Seien zunächst a, ß constant; dann können wir beide gleich 1 
annehmen, wir bekämen also K =^ L = Q^ somit wäre Q eine rationale Func- 
tion von X, F, Z, W. 

b. Sind «, ß linear, so kann a höchstens in drei von den sechs 
Hauptpunkten verschwinden. Es muss also drei Punkte geben, in denen 
a nicht verschwindet. Diese seien 1, 2, 3. Da der Voraussetzung zufolge 
K eine Function vierten Grades von x, y^ », w ist, die in allen sechs 
Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet, und K = a^l ist, so muss 
l eine Function zweiten Grades sein, die in den Punkten 1, 2, 3 von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Folglich muss l mit F/23 identisch sein. 
Weil ferner L in den Punkten 4, 5, 6 verschwindet, l aber nicht, und 
L = ß'k ist, so muss ß ^ F^, sein. Ks wäre daher Q durch F^2^Fvm'=^ Gm 
theilbar. Dies ist eine lineare Function von Xy Y, Z, W; durch dieselbe mUsste 
auch Q^ = M theilbar sein. Wir haben aber Linearfactoren ausgeschlossen. 

c. Sind «, ß quadratische Functionen, so muss i = 1 sein. Es 
müssen also ct^ ß in den sechs tfesten Punkten versehwinden. Dann müssen 
sie aber lineare Functionen der andern Variabein sein, es wäre also wiederum 
Q eine rationale Function von X^ Y^ Z, W. Wir sehen also: 

Die in § 6 definirle Function vierten Grades M^X^ Y^ Z, W) ist un- 
zerlegbar. 

§ 8. 
Wir differentüren die identiscbe Gleichung 

Q' = M 

nach X, y, z, w und nennen die Ableitungen von M nach Ä', Y, Z, W: 
Mi, M,, iWj, M^. Wir erhalten so: 

g^öo ,f dx . ^ dY .„ dz , ,, dw 



20f =^.f + 



etc. 
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Wenn wir die?5e vier Gleiclmngen auflösen, .«so erhalten i»ir: 

:i.; 2Q.A = M,.D, 

wo D die Funcrionaldeterminaute von X, Y\ Z, fV, dagegen A diejenige 
von Q, Y, Z, W bedeutet. 

Nun ist D ebenso wie Q eine Function vierten Grades der Variabein 
X, ify 5, IT, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung 
verschwindet Wir wissen: Alle Functionen dieser Art lassen sich in der Form 

darstellen, wo a eine Constante. H eine quadratische Function von Jf, y, 
Z, W bedeutet. Angenommen nun. es sei 

(2.) D = aQ~H, 

und H nicht identisch 0, so würde aus der Gleichung (1.) folgen, dass 
J/j.Ä durch Q theilbar ist. MiH' miisste also durch M theilbar sein, und 
da 3Ii und i/ nur die Variabein X, Y, Z, W enthalten, so miisste der 
Quotient eine ganze Function auch von diesen Variabeln sein. Aus der 
Unzerlegbarkeit von M folgt nun, dass entweder J/j oder H durch M theil- 
bar sein miisste: beides ist unmöglich, da diese Factoren von niedrigerem 
Grade sind als 31. Folglich muss H identisch sein. 

Wir kommen auf diese Weise zu dem Resultat, dass die Function 
Q mit der Functionaldeterminante der Grössen X, Y, Z, IV übereinstimmt. 
Damit ist der algebraische Satz bewiesen: 

Das Quadrat der Functionaldeterminante der linear unabhängigem Fumc- 
fionen zweiten Grades von x, y^ z, ir, welche in sechs festen Punkten ©er— 
schwinden y lässt sich rational durch diese Functionen ausdrücken ^ undy indem 
man diesen rationalen Ausdruck gleich setzt, erhält man die Gleichung der 
Kummer sehen Fläche, 

Denn durch die Grössen X, F, Z, W sind die sechzehn Functionen 
noi^ linear dargestellt worden; ist D = 0, so ist auch 3f=0; es ist also 
,tfr=() die Gleichung vierten Grades, welche zwischen vier Thetaquadrateu 
(oder linearen Functionen derselben) besteht 

Zwischen der /ftimmerschen Fläche und der Kegelspitzeniläche /) = 
ist auf diese Weise eine Beziehung hergestellt. Die Transformation 
hat eine Bedeutung für die Punkte des Raums auch ausserhalb jener 
Flächen, sie ist aber dann nur nach dem einen System von Variabein 
eindeutig rational. Einem Punkte im Raum der /Tt/miii^rschen Fläche ent- 
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sprechen im Allgemeinen zwei Punkte des andern Raums. Diese beiden 
Punkte fallen aber zusammen, sobald mau den entsprechenden auf der 

Ktimmerschen Fläche selbst annimmt, weil dann die irrationale Grösse }^M 
verschwindet. Die Punkte der Flächen selbst sind daher im Allgemeinen 
eindeutig auf einander bezogen. 

Allerdings erleidet diese Eindeutigkeit Ausnahmen. Beschränkt man 
den Punkt x, y, z, tr auf eine der Linien, die wir mit X bezeichnet haben, 
so werden sechs von den Ausdrucken 

G„ = A^X+B„J+C„,Z+D„,W, 

die den Quadraten der Thetafunctionen proportional sind, 0, während die 
übrigen von verschieden bleiben. Der Punkt X, Y, Z, W wird also dann 
ein fester, und zwar der gemeinsame Schnittpunkt der sechs Ebenen G^ = 0. 
Dies ist ein Knotenpunkt der jfifiiiwmerschen Fläche. Wir erhalten also das 
Resultat: 

Den Knotenpunkten der Kummerschen Fläche entsprechen in der Kegel- 
spitzenfläche die Raumcuree dritter Ordnung, welche durch die sechs Haupt- 
punkte gelegt werden kann, und die fünfzehn Verbindungslinien der Hauptpunkte. 

§9. 

Sowohl durch die Grössen l, /j, v wie durch ^, ?;, X> können alle 
geraden ^6e/schen Functionen der Klasse rational dargestellt werden. Zur 
Darstellung der ungeraden dagegen ist noch eine Irrationalität hinzuzufügen. 
Wenn man den Quotienten bilden will: 

so ist dieser: 

F /7* F 

Nnn ist aber /7 das Product der sechs ungeraden Thetafunctionen, und 

n.ei = G„. 

Nennt man P das Product der sechs Grössen G,, Gt, ... G^, so ist demnach 

P = IT, 

W = iP; 

wir erhalten also: 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 32 
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= j?iÖL«i^ = iMi3_. 



ö,©. 



ö,«3 



Uebrigens läßst sich, wenigstens in gebrochener Form, schon iP rational 
durch Xy y, », w ausdrücken. Denn es ist 

68 kann mithin }/P dargestellt werden als Quotient einer Function siebenten 
Grades durch eine lineare, und zwar kann man als Nenner jeden beliebigen 
linearen Ausdruck wählen. 

Sämmtliche ^6e/sche Functionen sind jetzt rational ausdrttckbar durch 

4 

^y Vi ^9 ^^ ^ßd ^P' Will man aber von einer solchen Darstellung Gebrauch 
machen, so ist es wesentlich, zu wissen, in welcher Art die Argumente u, u' 
der Thetafunctionen von den variabeln Grössen x, y, «, w abhängen. 

§ 10. 
Zwischen den drei Producten 

*1 = 01 0234 = 01 0156, 
(1.) ^^2= 0.03,4 =02 0256, 

*3= 030124 =03 0356 

besteht, wie wir wissen, eine homogene lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten: 

(2.) «i*i + «2*2 + «3*3 = 0. 

In dem Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung setzen wir 
an Stelle von ^i, ^2, ^3 die Werthe: 



(3.) 



V'i - ^1 Ott ' 
^3 = 03—9-; 



S4 



und setzen den Werth der Summe: 

(4.) «iV^t+a2V'2+ff3V^3 = S. 
Es lässt sich dann zeigen, dass, bis auf einen constanten Factor, S mit 0^ 0^ 
fibereinstimmt. Denn aus den Gleichungen (2.) und (4.) folgt: 
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Es ist aber: 

wie aus (1.) und (3.) hervorgeht. Folglich ist <S eine Thetafunetion zweiten 
Grades, die zu derselben Periode gehört wie ^i, *2, ^3; nämlich zur 
Periode 1234 = 56. Zugleich ist <S eine gerade Function; denn öj und 

''^ sind ungerade. Daraus folgt, dass S durch eine lineare Gleichung 

verbunden ist mit 

©5 0f, und 0,25 0,20. 

Da aber S sowohl als 05 06 gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet, 
0125 0126 dagegen nicht, so muss der Coefficient dieser letzteren Grösse gleich 

sein. Es ist also: 

8& d& 80 

(5.) a,0, ^^+a,0, ^^.+a,0, ^^ = «05 0e, 

WO «1, «27 «37 ö Constanten bedeuten, und zwar «i, «2? «3 dieselben, welche 
auch in der Gleichung 

(6.) «101 0234 +«2 02 0314 + «3 03 0m = 

auftreten. Eine entsprechende Gleichung gilt für die Ableitungen nach w; 
es ist deshalb: 

«101^0234+ «2 02^0314+ «3 03^0124 = 05 0f, (« rf«« + ^ rfti'). 

Diese letzte Relation kann man wegen der Formel (6.) auch so darstellen: 

(7.) «10234^01 + «2 0314^02-1- «3 0124^03 = — (ö rf«! + 6 rfl*' ) ©5 0f,. 

Wir multipliciren die Gleichungen (6.) und (7.) mit 77.0102 03 04 und setzen: 

G, für /70f, F234 für 02 03 04 0234, etc. 

Dann folgt: 

(8.) a,G,F^,+a,G,F,,, + a,G,h\,, = 0, 

(9.) ot^F^y^dG^+a^F^^^dG^+a^Fn^dG^ = -2n\adu+bduy 

4 

W ist identisch mit ]^P. Es giebt also eine lineare Function der Argumente, 

deren Differential sich in dieser Form darstellen lässt: 

(10.) rfr = «i^«»4rf^.-i-«.f^...rf^,+«,f;>.rfg, ^ 

während gleichzeitig: 

«1 7^234^1 +«2 7^314^2 + «3^^124 03 = 

ist. 

32* 
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§ 11. 

dv ist anf diese Weise dargestellt in Form eines Bmchs, dessen Zähler 
linear ist in dGi^ dG2j dG^. Die Coefficienten sind lineare Functionen von 
^9 Vs ^9 ^9 dieselben haben noch die besondere Eigenschaft, dass sie im 
Pankte 4 verschwinden. 

Wir können annehmen, das System der vier Functionen X, Y, Z, W 
sei so gewählt, dass X, Y, Z in allen Punkten der Linie l^ verschwinden, 
W dagegen nicht. Dann können dGi^ dGi^ dG^ linear durch dX, dY, dZ 
ausgedrückt werden; man erhält so: 

(1.) d. = g^^^^f+Jgg,, 

und zwar ist diese Darstellung eine völlig bestimmte, wenn wir hinzufügen 
— was nach Formel (8.) im vorigen Paragraphen der Fall ist — dass: 

(2.) ^X+rjY+tZ = 

sein soll. S, t], t sind lineare Functionen von a:, y, z, w; die letzte Glei- 
chung muss eine Identität sein, da die Grössen x, y, s, w nicht einer 
Gleichung dritten Grades genügen. 

Nun fragt es sich: Giebt es nur eine einzige lineare Function von 
u und u', deren Differential sich in dieser Form darstellen lässt? Hier ver- 
schwinden §, rj, X> im Punkte 4; gäbe es nur dies eine Differential, so 
müssten wir aus der Symmetrie der Voraussetzungen schliessen, dass §, tj, 
t ebenso in den Punkten 1, 2, 3 etc. Null werden. Dies ist nicht möglich. 
Folglich müssen du und du selbst in der Form (1.) darstellbar sein. 

An Stelle des Zählers in der Gleichung (1.) können wir setzen: 

-(Xd§+Ydri+Zd^. 

Dies ist eine lineare Function von dxy dy, rf«, dw, deren Coefficienten linear 
in X, Y, Z, W sind, also eine bilineare Function beider Werthsysteme. 
Wir kommen also zu dem Resultat: du und du lassen sich darstellen in 
der Form: 

j^ ^ FXXJ,Z,W;dx,dy,dz,dw) 

2|/P 
du' = F,{^>Y,Z,W;dx,dy,dz,du>) 

2}f 

WO Fl und Fa bilineare Functionen bedeuten, die identisch verschwinden, 
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wenn an Stelle der Differentiale dx, dy etc. die Grössen x, y, ä, w selbst treten. 
Fassen wir irgend eine bilineare Form 

F{x, y\ *', ir'; x, y, z, w) 

von zwei willkürlichen Werthsystemen ins Auge. Diese enthält sechzehn 
Coefficienten. Setzt man an Stelle des einen Systems x, y\ z,\ u> die 
Functionen X^ Y, Z, W, so geht F über in eine Function dritten Grades von 
Xy y, iy fv, welche in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Es existiren 
aber nur vierzehn linear unabhängige Functionen dieser Art. Folglich müssen 
zwei verschiedene bilineare Formen F existiren, die identisch verschwinden, 
sobald man für das eine Werthsystem die Functionen Xy Y, Z, W des 
anderen einsetzt. Bezeichnet man diese Formen mit F^ und F2, so ist die 
allgemeinste aFi+(iF2. Deswegen kann man bei der Definition von u und v! 
auch so verfahren^ dass man zunächst die beiden bilinearen Gleichungen auf-- 
stellt, welche zwischen den Variabein x, y, z, w und den Functionen Xy Y, 
Zy W bestehen. Ersetzt man in den beiden biUnearen Formen , welche auf 
diese Weise bestimmt sind, die Grössen x, y, z, w durch ihre Differentiale 
dx, dy, dz, dw, und dividirt durch die eierte Wurzel aus dem Product der 
sechs Functionen G^, so erhält man Ausdrücke, welche vollständige Differentiale 
sind für die Punkte der Fläche D = 0; ihre Integrale sind lineare Functionen 
von u und u. 
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Beweis eines Liouvilleschen Satzes. 

(Von Herrn M. A. Stern in Zürich.) 



1. 

In dem Journal des Math^matiqueö (S^r. 2, T. III, p. 358) beschäftigt 
«ich Liouville mit einer Frage, welche sich auf die Anzahl der Darstellungen 
einer geraden Zahl als Summe von vier Quadraten bezieht. Ist nämlich 
HI eine ganze positive ungerade Zahl und n = 2".w, wo a eine beliebige 
ganze positive Zahl bedeutet, und man sucht die verschiedenen Darstellungen 
von n als Summe von vier Quadraten, indem man nicht bloss die Permu- 
tationen einer Darstellung, in welcher die Quadrate in einer bestimmten 
Ordnung auf einander folgen, als einzelne Darstellungen betrachtet, sondern 
auch die Darstellungen, welche sich ergeben, wenn man in einer beliebigen 
Anzahl von Quadraten positiver Zahlen diese Zahlen durch die ihnen gleichen, 
aber mit negativem Zeichen versehenen ersetzt, so ist, nach einem bekann- 
ten Jaco6tschen Satze, die Anzahl N dieser Darstellungen 2^(pm, wo (pm 
die Summe der Factoren der Zahl m bedeutet. Denkt man sich nun diese 
iV Lösungen unter einander geschrieben, so dass man etwa hätte 



so ist offenbar die Summe aller hier vorkommenden Quadrate gleich niV^ und 
da jedes Quadrat, in Folge der Permutationen, eben so oft in der ersten, 
wie in jeder folgenden Stelle vorkommt, so ist klar, dass die Summe 
o^+OaH Va]f aller in erster Stelle stehenden Quadrate, wie Liouville be- 
merkt, den Werth -r- hat. Bei weitem schwieriger ist aber die Beant- 
wortung der Frage, welchen Werth die Summe af+<j^^-\ h«/? hat, wenn 

k eine ganze positive Zahl bedeutet, die grösser als die Einheit ist. Ist 
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A = 2, sucht man also den Werth der Summe ä\+a]-\ \-a*^ und bezeichnet 

n^N 
diese Summe durch -2*0*, so ist nach Liouville 2a^ = — ^ • Lioumlle sagt, 

er habe sich durch einen regelrechten Beweis (par une d^monstration en 
r^gle) von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt. Diesen Beweis giebt 
er aber nicht, sondern zeigt nur an verschiedenen Beispielen die Richtigkeit 
der Formel. So weit meine Eenntniss der Literatur reicht, hat weder Liou- 
vilie selbst seinen Beweis bekannt gemacht, noch hat ein Anderer einen 
Beweis des Satzes gegeben. 

Dem Beweise, welchen ich hier entwickeln will, schicke ich fol- 
gende Bemerkung voraus. Die Summe Sa* ist offenbar der vierte Theil 
der Summe aller Biquadrate, welche man erhält, wenn man in allen Dar- 
stellungen alle Quadrate durch Biquadrate ersetzt, da sich jedes Biquadrat 
in allen vier Stellen, ebenso wie jedes Quadrat, gleich oft findet. Bezeichnet 
man also die Summe aller dieser Biquadrate durch 2:B*, so kann man den 

fi'JV 

Ltoueille^chen Satz auch in der Form JSB* = — — ausdrücken. Dem fol- 
genden elementaren Beweise dieses Satzes schicke ich einen elementaren 
Beweis des schon oben erwähnten /aeo6tschen Satzes voraus, mit welchem 
er in enger Beziehung steht. Der Jaco&tsche Satz findet sich bekanntlich 
am Schlüsse der Fundamenta nova und heisst vollständig: Die Anzahl der 
Darstellungen einer ungeraden Zahl m als Summe von vier Quadraten, in 
dem oben angegebenen Sinne, ist 89111; dagegen ist diese Anzahl 24t(pm, 
wenn die darzustellende Zahl gleich 2''.m und a irgend eine ganze positive 
Zahl ist. Dieser Satz, welchen Jacobi aus der Theorie der elliptischen Func- 
tionen findet, ist, soviel ich weiss, noch nicht vollständig auf rein arith* 
metischem Wege abgeleitet worden *). Der folgende Beweis desselben stützt 
sich auf den ebenfalls zuerst von Jacobi aus der Theorie der elliptischen 
Functionen gefundenen Satz, dass die Anzahl der Darstellungen des Vier- 
fachen einer ungeraden Zahl m als Summe der Quadrate vier ungerader 
positiver Zahlen, jede Permutation einer bestimmten Darstellung als be- 
sondere Darstellung gerechnet, der Summe der Factoren von m gleich ist 
Später hat Jacobi im 12. Bande dieses Journals einen von der Theorie der 
elliptischen Functionen unabhängigen Beweis gegeben, welchen Dirichlet 
(Journ. des Math^m. S. 2, Vol. 1, p. 210) dann so vereinfacht hat, dass man 
ihn wohl in dieser Form als einen elementaren bezeichnen darf. 



*) Man vergleiche B<1. 47, S. 368 dieses Journals. 
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2. 

Da im Folgenden nur von Darstellungen einer Zahl als Summe von 
vier Quadraten die Rede ist, so werde ich solche kurz als Darstellungen 
bezeichnen. Sei nun m eine ganze positive Zahl und m := p^+q^+r^+g^^ 
zugleich seien p, q, r, s positive Zahlen (oder Null), sie sollen Elemente 
heissen. Eine solche Darstellung von m soll eine Grundform heissen; man 
kann dafUr jede der Darstellungen nehmen, die sich nur durch Vertauschung 
der Elemente von einander unterscheiden, hat man aber eine dieser Dar- 
stellungen zur Grundform gewählt, so muss man sie auch als solche bei- 
behalten. Die Darstellungen, die sich nur durch Vertauschung der Elemente 
von einander unterscheiden, sollen j^nmäre Darstellungen heissen; ihre Summe 
findet man, indem man die Grundform mit der dazu gehörenden Permutations- 
zahl multiplicirt. Bildet man dann aber aus jeder primären Darstellung 
neue Formen, indem man nun p und —p, q und —q u. s. w, als verschiedene 
Elemente betrachtet, so sollen die hierdurch entstehenden Darstellungen die 
definitiven heissen. 

Kommt unter den Elementen nicht Null vor, so giebt jede primäre 
Darstellung 16 definitive, wie folgendes Schema zeigt, in welchem mit 
Weglassung der Elemente selbst nur die Zeichen derselben stehen: 

+ + + + 

+ + + - + 

+ + -+ + - 

+ - + + - + 

- + + + + 

+ + ++ 

+ - + - - + - + 

- + + ~ + - - +• 

Insofern bei Null positives und negatives Zeichen nicht zu unterscheiden 
ist, reduciren sich, wenn ein Element Null ist, die 16 definitiven Dar- 
stellungen auf 8; sind zwei Elemente Null, auf 4; sind drei Elemente Null, 
auf 2. Die Zahl, mit welcher die Summe der primären Darstellungen zu 
multipliciren ist, um die Summe der definitiven zu erhalten, soll die Zeichen^- 
zahl heissen. 
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3. 

Sei nun m eine vngerade Zahl und m = p^J^q^-^-r^-^-s^ eine Grundform. 
Dann ergeben sich aus dieser Grundform, wenn p, q, r, s verschiedene 
Werthe haben und keine dieser Zahlen Null ist, drei Grundformen fllr 2m, 
nämlich 

(1.) 2m = (p-^qy+(p+qy+(r^sf+(r+s)\ 

(IL) 2m = (p^ry+(p^ry+(q--sy+(g+^)\ 
(III.) 2m = (p^sy+(j>+sy-]-(q^ry+(q+ry''). 

Es können aber auch nicht mehr als drei Grundformen von 2m aus einer 
Grundform von m abgeleitet werden. Hat man nämlich 2m = a^+/?^+y^+<J^ 
wo a, ß^ Y, d positive Zahlen sind, so müssen, da 2m eine Zahl von der 
Form 4p +2 ist, zwei dieser Zahlen gerade und zwei ungerade sein, man 
kann sie daher paarweise so zusammenstellen, dass die Summe jedes Paares, 
wie etwa a-\-ß und y-\-d eine gerade Zahl ist. Setzt man 

2 ""^^ 2 ~"^^ 2 ""^^ 2 "" ^' 
so sind mithin p\ q , r\ s' ganze Zahlen und 

m = p -f-q -f-r +» . 

Sind nun die Zahlen p', q\ r\ s, wenn auch in anderer Aufeinanderfolge, 
dieselben wie die Zahlen p, q, r, s, so ist auch die Darstellung von 2m 
durch «'^+/?^+y^+<''^ identisch mit einer der drei obigen Grundformen für 
2m. Im entgegengesetzten Falle muss sich diese Darstellung von 2m aus 
einer anderen Grundform von m ableiten lassen, da sie, nach dem Vorher- 
gehenden, auf eine solche zurückfuhrt. 

Es ergiebt sich hieraus sehr leicht, dass in allen Fällen die Anzahl 
der definitiven Darstellungen von 2m das Dreifache der definitiven Dar- 
stellungen von m ist. 

Sind nämlich die Elemente p, q, r, s verschiedene Zahlen und ist 
keine gleich 0, so folgt aus der Grundform m=;?'+^^4-r^+Ä^ die Anzahl 24.16 
definitive Darstellungen für m^ und dieselbe Anzahl definitiver Darstellungen 
giebt auch jede der drei Grundformen von 2m. 

Ist ein Element Null und sind die drei übrigen verschieden, so kommen 



*) Wären die Differenzen p — q oder r— « u. s. w. negative Zahlen, so könnte man 
dafür q—p oder s—r u. s. w. nehmen. 

•*) Also a = p' + g', ß=p'^q', y = r'+«', d = r'-«'. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 33 
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in jeder der drei Formeln (L), (II.), (III.) zwei gleiche Quadrate vor. Aus 
der Grundform für m ergeben sich nun 24.8 definitive Darstellungen und 
aus jeder der drei Grundformen für 2m dieselbe Zahl 12.16. Sind zwei 
der Elemente p, 9, r, s Null, so müssen die zwei anderen, da m ungerade 
ist, verschiedene Werthe haben. In diesem Falle reduciren sich die drei 
Grundformen für 2m auf zwei. Ist z. B. p = und q = 0^ so werden sie 
0-^0+(r—8y+(r+8y und r^+r^+s'^+s'^. Die erste dieser Formeln giebt 
12.4 definitive Darstellungen, die zweite 6.16, also zusammen 144 = 3.48, 
während aus der Grundform + 0+r'+«^ für m sich 12.4 = 48 definitive 
Darstellungen ergeben. Sind drei Elemente Null, z. B. p, q^ r, so gehen 
die drei Grundformen für 2m in eine einzige über, bei diesem Beispiele in 
0+0+«^+»^ dies giebt 6.4 definitive Darstellungen, während die Grundform 
111 = 0+0 + 04-«^ zu 4.2 = 8 definitiven Darstellungen von m führt. 

Ist keines der Elemente p^ q^ r, s Null, jedoch zwei einander gleich, 
so findet sich unter den Grundformen für 2m eine, in welcher eines der 
vier Quadrate (nämlich das Quadrat der Differenz der zwei gleichen Ele- 
mente) Null ist. Dies giebt 24.8 definitive Darstellungen. Die zwei anderen 
Grundformen reduciren sich auf eine einzige, welche 24.16 definitive Dar- 
stellungen liefert, so dass man im Ganzen 3.8.24 solche hat, während die 
Grundform für m zu 12.16 = 8.24 definitiven Darstellungen führt. 

Sind drei Elemente gleich und das vierte ist nicht Null, so reduciren 
sich die drei Grundformen von 2m auf eine einzige, in welcher ein Quadrat 
Null ist. Dies giebt 24.8 = 3.4.16 definitive Darstellungen, während die 
Grundform für m zu 4.16 definitiven Darstellungen führt. 

Es wären nun noch die Fälle zu betrachten, wenn ein Element Null 
und zugleich von den übrigen Elementen zwei oder drei gleich wären. Im 
ersten Falle führt dann die Grundform für m zu 12.8 definitiven Dar- 
stellungen. Die drei Grundformen für 2m reduciren sich auf zwei, von 
welchen die eine zwei gleiche Elemente und kein Element Null enthält, 
die andere zwei gleiche Elemente und ein Element Null. Daraus ergeben 
sich also 12.16 + 12.8=3.8.12 definitive Darstellungen. 

Im zweiten Falle führt die Grundform für m zu 4.8 definitiven Dar- 
stellungen für m. Die drei Grundformen flir 2m reduciren sich auf eine 
einzige, welche zwei gleiche Elemente und ein Element Null enthält, woraus 
sich 12.8 = 3.4.8 definitive Darstellungen ergeben. Da, wie oben bemerkt 
wurde, der Fall, dass zwei der Elemente p, q, r^ s Null und die zwei 



{4m = (/ 
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anderen gleichwerthig sind, nicht vorkommen kann, so sind alle Fälle er- 
schöpft, nnd es zeigt sich, dass in der That in allen Fällen die Anzahl der 
definitiven Darstellungen von 2m das Dreifache der Anzahl der definitiven 
Darstellungen von m ist. 

4. 

In derselben Weise, wie aus der Anzahl der Darstellungen von m 
die Anzahl der Darstellungen von 2m abgeleitet ist, kann man wieder aus 
letzterer die Anzahl der Darstellungen von 4m finden, jedoch mit einem 
wesentlichen Unterschiede. Während nämlich eine Grundform von m (ab- 
gesehen von besonderen Fällen) zu drei Grundformen für 2m geführt hat, 
fuhren diese drei Grundformen nur wieder zu drei Grundformen für 4m. 

Aus Formel (I.) findet man nämlich 

4m = (p+q+p-qy+{p+q-(p-q)y+(r+8+r--'sy+(r+s-'(r-8)y 
(2py^(2qy+{2ry+(2s)\ 
Denselben Ausdruck findet man aber auch, wenn man aus Formel (II.) 
4m = {p+r+p-ry+{p-^r-{p-r)y^^{q+8+q^8y+{q+8--{q^s)y 
oder aus Formel (III.) 

4m = (p+«+;?-«)'+(p+«-(j9-«))'+(5r + r+5r-r)'+(5r+r-(5r-r))^ 

ableitet. 

Dagegen erhält man aus Formel (I.) eine zweite Grundform für 4m 
durch den Ausdruck 

(V.) 4m = (^p^q+r+sy+{p+q--(r-\-8)y+{p^q+r--8y+{p^q^(r--8yy 

und eine dritte Grundform durch den Ausdruck 

(VI.) 4m = {p^qJ^r--8y'V{p + q-(r^syy^-{p-q+r^8y+{p--q-^(r-\-8)y. 

Die Formeln (IL) und (HL)? auf dieselbe Weise behandelt, führen, wie man 
leicht sieht, zu denselben Grundformen für 4m und zu keiner neuen. 

Die drei Formeln (IV.), (V.), (VI.) bilden wieder die aus der Grund- 
form m =p'+5r'+r^+V entspringenden Grundformen für 4m, und man kann 
wieder leicht zeigen, dass eine jede Darstellung 4m = a^+Z^^+y^+J*, wo 
^9 ßy 79 ^ positive Zahlen sind, entweder mit einer der Grundformen (IV.), 
(V.), (VI.) übereinstimmt, also aus m = p^+q'^+r'^-\-s'^ abzuleiten ist, oder, 
im entgegengesetzten Falle, aus einer anderen Grundform für m abzuleiten 
ist. Die Zahlen a, ß, y, d sind nämlich nothwendig entweder alle gerade 

33» 
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oder alle ungerade, da ihre Summe durch 4 theilbar ist Setzt man daher 

2 "P^ 2 ~'^ 2 ""^ 2 ""^ 
also 

so sind p', q*, t\ s' ganze Zahlen, und man hat 

2m = p'^J{-q''+r"+s'\ 

Sind mithin die Zahlen p', q', r\ «' (ohne Rttcksicht auf die Ordnung) die- 
selben wie die Zahlen, deren Quadrate in einer der Formeln (I.), (IL)» (IHO 
vorkommen, so stimmt auch 4m = a^+Z^^+y^+cT mit einer der Formeln 
(IV.), (V.), (VI.) überein. Im entgegengesetzten Falle muss sich die 
Grundform 2m = p'^+gf'Hr'^+«'^ aus einer anderen Grundform fUr m als 
m= p'^+q'^+r^+8^ ergeben, wie oben gezeigt worden ist, und aus dieser ist 
auch die Grundform 4m = a^+Z^^+y^+cT^ abgeleitet. 

5. 

Abgesehen von den noch besonders zu besprechenden Fällen erglebt 
sich hieraus, dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 4m genau 
so gross ist, wie die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m, also der 
dreifachen Anzahl der definitiven Darstellungen von m gleich ist. Es soll 
nun gezeigt werden, dass dieses Verhältniss in allen Fällen stattfindet. 

Wenn nämlich eines der Elemente p, q, r, s Null ist, so kommt in 
der Formel (IV.) ein Quadrat gleich vor, während die Formeln (V.) und (VI.) 
in eine einzige zusammenfallen. Dann erhält man also 24.8 + 24.16 = 3.12.16 
definitive Darstellungen für 4m. Sind zwei Elemente Null, so enthält die 
Formel (IV.) zwei Quadrate, welche Null sind, während wieder die Formeln 
(V.) und (VI.) in eine einzige zusammenfallen, in welcher zwei Paare 
gleicher Quadrate vorkommen. Das giebt 12.4+6.16 = 3.48 defiinitive 
Darstellungen. 

Sind drei Elemente Null, so enthält die Formel (IV.) drei Quadrate, 
die Null sind, während (V.) und (VI.) sich auf eine einzige Formel redn- 
ciren, welche die Summe von vier gleichen Quadraten ist. Hier ist also 
die Anzahl der definitiven Darstellungen 4.2+16 = 24. Man sieht, dass 
diese Zahlen genau dieselben sind, wie sie oben, unter denselben Voraus- 
setzungen, für die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m gefunden 
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worden sind. Man flberzeagt sich leicht, dass dasselbe auch stattfindet, 
wenn einer der übrigen oben besprochenen besonderen Fälle vorliegt, näm- 
lich wenn zwei oder drei Elemente gleich und nicht Null sind, oder wenn 
ein Element Null ist und zwei der Übrigen oder alle drei einander gleich sind. 

6. 
Man nehme nun an, dass aus der Grundform 

m = p'+q'+r'+s' 

der ungeraden Zahl m sich für die Zahl 2''.fn, wo a irgend eine ganze po- 
sitive Zahl ist, die drei Grundformen 

2^lll = p]+ql+rl+s], 



(A.) 



2\fn = pi+q'.^ri+sl, 
^ql^-ri+sl 



2\m = pl 
\2\m = pi 



ableiten lassen, welche bei besonderer (schon oben behandelter) Beschaffen- 
heit der Elemente p, q, r, s sich auf zwei oder eine einzige reduciren können. 
Man nehme zugleich an, dass überhaupt jede Grundform von 2''.m aus 
einer Grundform von m abgeleitet werden kann und zwar so, dass zu jeder 
Grundform von m drei (in besonderen Fällen auf zwei oder eine sich redu- 
cirende) Grundformen 2'^.m gehören. Dann hat man für 2''^^.m die Grund- 
formen 

2^^\tn = (2pO'+C2q.yH2rd'+(2sO\ 

2^^\m = (2p,y+(2q,y-\-(2r,y+(2s,)\ 

2^'\m = (2p,y+(2q,y+(2r,yH^s,)\ 

und es kann keine andere aus m^ p'^+q'^+r^+s'^ abzuleitende Grundform 
von 2''+^»l geben. Denn hat man 

so müssen jedenfalls die Zahlen a, 6, c, d gerade oder Null sein. Setzt 
man a = 2x, b = 2y, c = 2«, rf = 2u, so sind mithin j?, y, ä, u ganze Zahlen 
oder Null, und man hat 

2«+^m = 2\x'+y'+i'+u^), 
also 

2«.m = x''+y^+z'+u\ 

Stimmt nun diese Grundform fllr 2*.m nicht (abgesehen von der Anordnung 
der Quadrate) mit einer der Grundformen (A.) überein, so muss dieselbe, 
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nach der Voraussetzung, aus einer anderen Grundform für tn abgeleitet 
sein, und dasselbe gilt mithin auch von der Darstellung von 2"''■^lw durch 
a^'^b'^+c^+d\ Da mithin sämmtliche Grundformen für 2''^\m gefunden werden, 
wenn man in allen Grundformen fllr 2''.m alle darin vorkommenden Qua- 
drate mit 4 multiplicirt, so folgt, dass nicht bloss die Anzahl der Grund- 
formen, sondern auch die Anzahl der definitiven Darstellungen flir 2'^.m und 
2*''^^f» dieselbe ist, wie auch die Elemente in den Grundformen für m be- 
schaffen seien. 

Setzt man femer voraus, dass man aus der Grundform m=p^+g'^+f^+8'^ 
drei Grundformen flir 2'''^\m ableiten kann (die sich wieder, unter den wieder- 
holt erwähnten Verhältnissen auch auf zwei oder eine reduciren können), 
und dass überhaupt jede Grundform für 2"+^m aus einer Grundform für m 
abgeleitet werden kann und zwar so, dass zu jeder Grundform fllr m drei 
Grundformen von 2'^^\m (die sich auf zwei oder eine reduciren können) ge- 
hören, so seien die drei Grundformen für 2''^\m, die sich aus m =^ p^+q'^+r^+s'^ 
ergeben : 

2«+^w = al+b]+cl+dt, 
2«+\i» = a]+bl+(^+d'2. 
Hieraus findet man wieder für 2''^^.m die drei Grundformen 

2«^\f» - (2a)' +(26)' +(2c)' +(2rf)^ 

2-^\m = (2a,y+(^b,y+(2c,y+(2do\ ■ 

2^^\m = (2a,)H(26.)'+(2e,)'+(2d,)', 

indem man in den Grundformen für 2''^\iii jedes Quadrat mit 4 multiplicirt 
und beweist, wie oben, dass es keine andere zu der Grundform w==p'+5f'+r'+«^ 
gehörende Grundform von 2''+^m giebt, dass jede Grundform für 2**'^^.iii 
aus einer Grundform für 2""^\fii (also aus einer Grundform für m) abgeleitet 
werden kann, und zwar dass jeder Grundform für m drei Grundformen für 
2"+\f» zugehören (die sich unter bestimmten Voraussetzungen auf zwei oder 
eine reduciren), so dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2'^'^\m 
und 2"'"^\iw dieselbe ist. 

Da also, wenn die über 2*'.m und 2*+\m gemachten Voraussetzungen 
statt haben, dieselben auch bezüglich 2''+'.w und 2''+\m gelten, so folgt 
daraus, durch Fortsetzung dieser Betrachtung, dass allgemein, wenn n eine 
ganze positive Zahl oder Null bedeutet, einerseits die Anzahl der definitiven 
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Darstellungen aller Zahlen von der Form 2"+^" und andererseits die Anzahl 
der definitiven Darstellungen aller Zahlen von der Form 2^*^'"+* dieselbe ist 
Setzt man nun noch voraus, dass 2''.m und 2'''^^.m dieselbe Anzahl 
definitiver Darstellungen haben, so folgt, dass überhaupt von « = a an die 
Anzahl der definitiven Darstellungen aller Zahlen 2*.m dieselbe ist. Nun 
ist aber oben (§ 2 und 3) gezeigt worden, dass die in Beziehung auf 2''.iw 
und 2'^'^\m gemachten Voraussetzungen wirklich stattfinden, wenn a = 1 
ist, und zugleich, dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m das 
Dreifache der definitiven Darstellungen von tn, und zwar in allen Fällen, 
ist. Demnach ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass die Anzahl der 
definitiven Darstellungen aller Zahlen 2*.m von « = 1 an dieselbe und das 
Dreifache der definitiven Darstellungen von m ist. 

7. 

Zur genaueren Bestimmung der Anzahl der definitiven Darstellungen 
einer Zahl 2'.iw führen folgende Bemerkungen. 

Ist m eine Zahl von der Form 4p +1 und eine Grundform 

so müssen drei der Elemente gerade sein, das vierte aber ungerade. Dann 
ist eine der Grundformen von 2m 

Setzt man 

a—b = a*, a+b = b', c — d = c'j c+d=d', 
mithin 

2m = a"+b"+c''+d'\ 

und nimmt man an, dass a, b, c die geraden Elemente sind, so sind a! und 
V gerade, c' und d ungerade, und man erhält für 4m die drei Grundformen 

4m = (a'-67+(a'+6')'+(c-rf7+(c'+rf7, 

4m = {a'-cy^(a'+cy+{y^dy+{V+dy, 

In der ersten dieser Formeln sind alle Quadrate gerade Zahlen, während 
in den zwei anderen alle Quadrate ungerade Zahlen sind, wobei zunächst 
vorausgesetzt wird, dass keines dieser Quadrate Null ist 
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Ist m von der Form 4/? +3, und hat man wieder die Grundform 
m = a^+b'^+c'+d^, so müssen nun drei der Zahlen a^ 6, c, d, ungerade 
sein, die vierte gerade. Seien a, b, c ungerade. Behalten a', b', c\ d' ihre 
frühere Bedeutung, so hat man wieder 

2m = a'''+b"+c''+d'\ 

und es sind wieder a und 6' gerade, c' und d* ungerade; man findet daher 
auch hier wieder, unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass von den 
drei Grundformen für 4w eine nur gerade Quadrate enthält, die zwei anderen 
aber nur ungerade Quadrate enthalten. 

Hieraus folgt, dass, abgesehen von den besonderen noch zu erörtern- 
den Fällen, aus jeder Grundform einer ungeraden Zahl m sich doppelt so 
viel Grundformen für 4m ergeben, welche nur ungerade Quadrate enthalten, 
als solche, welche aus geraden Quadraten bestehen. Da nun Jacobi bewiesen 
hat, dass die Anzahl der primären Darstellungen von 4f», die nur ungerade 
Quadrate enthalten, der Summe der Factoren von m, welche durch ipm be- 
zeichnet wird, gleich ist, so erhält man aus den gesammten Grundformen 
für 4iw, welche ungerade Quadrate enthalten, zusammengenommen 16yw 
definitive Darstellungen. Demnach ergeben sich aus den gesammten Grund- 
formen mit geraden Quadraten Syiw definitive Darstellungen. Und da jede 
Darstellung von 4iw aus einer dieser zwei Arten von Grundformen abzuleiten 
ist, so folgt, dass 24t(pm die Anzahl aller definitiven Darstellungen von 4iii 
ausdrückt. 

Es sind nun noch die besonderen Fälle zu betrachten, wenn die 
Voraussetzung, dass keines der in den Grundformen für 4m vorkommenden 
Quadrate Null ist, nicht mehr statt hat. 

Ist iw = 4p + l und d = b\ also 6 = 0, so hat man 

m = O + aM-c'+d". 
Nun sind a und c gerade, d ungerade. Die drei Grundformen für 4iii re- 
duciren sich dann auf die zwei Formen 

4m = 04-(2a0'+(c'~rf7+(c + d')'7 
4m = (ö'-c7+(a'+c7+(6'-d7+(6'+rf% 
von welchen die erste (indem Null als gerade Zahl betrachtet wird) nur gerade, 
die zweite nur ungerade Quadrate enthält. Die Permutationszahl ist bei bei- 
den Formen dieselbe, die Zeichenzahl ist aber bei der ersten 8, bei der zweiten 
16; man erhält also wieder doppelt soviel definitive Darstellungen mit ungera- 



Stern, Beweis eines LioutiUeschen Satzes. 261 

den als mit geraden Quadraten. Ist m = 4/>+3 und c = d\ so ist rf = 0, also 

Hier sind a, b, c ungerade, die drei Grundformen reduciren sich wieder auf 
zwei, von welchen die eine nur gerade, die andere nur ungerade Quadrate 
enthält, und das Resultat ist dasselbe wie im vorhergehenden Falle. 
Sind a' = 0, 6' = 0, also a = und 6 = 0, so hat man 

was nur stattfinden kann, wenn m = 4p+l; dann gehen die drei Grundformen 
für 4iii in die zwei Formen 

4iii = o+o+(c'-dy+(ic'+dy, 

über, wo wieder die erste nur gerade, die zweite nur ungerade Quadrate 
enthält. Aus der ersten Grundform erhält man die primären Darstellungen 
durch Multiplication mit 12, und die Zeichenzahl ist 4; dies giebt 48 definitive 
Darstellungen. Aus der zweiten ergeben sich sechs primäre Darstellungen, 
die Zeichenzahl ist 16; man erhält also 6.16 = 2.48 definitive Darstellungen, 
also wieder die doppelte Anzahl der definitiven Darstellungen mit geraden 
Quadraten. 

Sind a = 6 = c = 0, also m = cP, so hat man für 4w die zwei Grund- 
formen 

4f» = o+0+0+(2d)', 

4m ^^d'+d'+d''\^d\ 

Aus der ersten nur gerade Quadrate enthaltenden Form ergeben sich vier 
primäre Darstellungen, die Zeichenzahl ist 2, dies giebt acht definitive Dar- 
stellungen. Bei der zweiten nur ungerade Quadrate enthaltenden Form, 
welche nun zugleich die einzige primäre ist, ist die Zeichenzahl 16; demnach 
hat man 16 definitive Darstellungen, also auch hier doppelt so viel als 
Darstellungen mit geraden Quadraten. Durch das Vorhergehende ist also 
nachgewiesen, dass in allen Fällen die gesammte Anzahl der definitiven 
Darstellungen von 4m, welche nur ungerade Quadrate enthalten, durch Multi- 
plication mit 16 aus der gesammten Anzahl der primären Darstellungen mit 
ungeraden Quadraten erhalten wird. Da diese letztere Anzahl gleich cpm 
ist, so ist die Anzahl der entsprechenden definitiven Darstellungen gleich 
Ißcfm. Zugleich ist nachgewiesen, dass die Hälfte dieser Anzahl der Anzahl 
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der definitiven Darstellungen mit geraden Quadraten gleich ist, also letztere 
gleich Stpm, und mithin die Anzahl aller definitiven Darstellungen von 4i7i 
durch 2^(pm ausgedruckt wird. Da nun oben (§ 4) gezeigt worden ist, dass 
die Anzahl der definitiven Darstellungen aller Zahlen 2\m von « = 1 an 
dieselbe und das Dreifache der definitiven Darstellungen von m ist, so folgt, 
dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2'.w durch 24:(pm, die 
der definitiven Darstellungen von m durch 8ym ausgedrückt wird. Damit 
ist der im § 1 erwähnte Jacobi&che Satz vollständig bewiesen. Zugleich 
ergiebt sich hieraus der Satz: Die Anzahl der definitiven Darstellungen von 
m ist der Anzahl der definitiven Darstellungen von 2\m, die nur gerade 
Quadrate enthalten, gleich, wenn m eine ungerade ganze Zahl ist. 

8. 

Sei noch immer m=^ a^+b^+c^+d^ eine Grundform für die ungerade 
Zahl m. Man setze zur Abkürzung 2m = n. Dann hat man (abgesehen 
von den besonderen fällen) für 2fw die drei Grundformen (§ 3) 

n = (a^by+(ia+by+(c-dy+(c+d)\ 

n == (a-c)H(a+c)-H(6-d7+(6+rfy, 

n = (a^d)'+(ia+d)'+{b-cf+(ib+c)\ 
Addirt man diese drei Ausdrücke und multiplicirt noch mit 24.16, so giebt 
3.24. 16fi die Summe aller Quadrate, welche in den aus der Grundform 
m = a^+b^+c^+d^ abgeleiteten definitiven Darstellungen vorkommen. Be- 
zeichnet man diese Summe durch s^ so hat man demnach « = 3.24.16ii. 
Nimmt man nun an, dass die Anzahl der Grundformen von m durch G be- 
zeichnet wird, so ist C« = 3.24.16Cn die Summe aller Quadrate, welche in 
den sämmtlichen definitiven Darstellungen von n vorkommen; bezeichnet 
man die Anzahl dieser Darstellungen durch N^ so hat man also 

iV/i = G» = 3.24.16Gif = n.24.(pm 
nach dem Jbco6tschen Satze. 

Ersetzt man nun in den drei Grundformen für n, welche sich aus 
der Grundform m = a'+b'^+c^+d'^ ergeben, die Quadrate durch die Bi- 
quadrate, so dass man die drei Ausdrücke 

(a«6y+(a+6)*+(c-d)*+ (c+rf)^ 

(a-^dy+ia+dy+db^cy+ib+cy 
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erhält, and addirt diese, so findet man, wenn man die Summe der Biquadrate 
der Zahlen, deren Quadrate in den Grundformen fllr n vorkommen, durch 
A bezeichnet: 

A = ^a'+b'+c'+d'+2(a'b'+a'c'+a'd'+b'c'+b'd'+c'(P)l 
oder 

A = Q(a'+b'+c'+d'y = 6fii^ = y .3n, 

d. h. wenn man in den drei Grundformen für n, welche sich aus der Grund- 
form m = a'+ 6^+ c^+flP ergeben, die Summe aller darin enthaltenen Qua- 

drate mit ^ multiplicirt, so erhält man die Summe der Biquadrate der 

Zahlen, deren Quadrate in diesen Grundformen vorkommen; multiplicirt man 
also noch mit 24.16, so giebt 24.16^ den Werth der Summe der Biquadrate 
aller Zahlen, deren Quadrate in allen definitiven Darstellungen von n vor- 
kommen, die sich aus m = a^+b^+c^'\-d^ ergeben. Setzt man 24.16.-4 = 5, 
so hat man mithin 

S=24.16~.3ii = y«, 
und wenn man auf beiden Seiten noch mit G multiplicirt, so drtickt 

die Summe der Biquadrate aller Zahlen aus, deren Quadrate in allen de- 
finitiven Darstellungen von n vorkommen, und man erhält diese Summe, indem 

man die Summe der Quadrate mit ^ multiplicirt. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich aber auch, wenn einer der Ausnahme- 
fälle stattfindet. Da nämlich die in diesen Fällen vorkommenden Aende- 
rungen der Permutationszahl oder der Zeichenzahl, wenn man z. B. von 
m = a^+6^+c^+rf^ ausgeht, nur von den Werthen der Zahlen a—b, a+b 
u. s. w. abhängen, nicht aber von dem Grade, auf welchen sie erhoben sind, 
so bleiben sie bei der Erhebung auf die vierte Potenz dieselben wie bei 
der Erhebung auf die zweite. Dasselbe gilt auch für die Voraussetzung, 
dass die drei Grundformen für n sich auf zwei oder eine reduciren. Das 
erste würde z.B. der Fall sein, wenn a = 6wäre, also m = 2a^+c^+rf^, wo 
nur die zwei Grundformen 

n = 0+(2ay+(c-dy+(ic+d)\ 

n = (a-.cy+(a+c)'+(a-rf/+(a+d)' 

34» 
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vorhanden sind. Die Summe der Quadrate in allen definitiven Darstellungen, 
die aus der Grundform m = a^+6^+c^+rf^ stammen, ist nun 

« = 8.24(4a'+2c'+2rf')+16.24(4a'+2c'+2rf') = 24.24.«. 

Nimmt man die Biquadrate statt der Quadrate, so erhält man 

[0+(2a)H(c-<)*+(c+rf)*]8.24+[(a-cy+(a+c)*+(a--rfy+(a+rf)*]16.24 

= 6.8.24[4a*+c*+rf*+4a-cV4aV+2cV]. 

Dies ist also die Summe der vierten Potenzen aller Zahlen, deren Quadrate 
in den vorhergehenden definitiven Darstellungen vorkommen; man bezeichne 
sie wieder durch S. Nun ist »' = 4m' = 4[4a*+cHrf*4-4aV4-4aV+2c'(f], 

also wieder 5 = 6.8.24-^=-^« und ^-Gs^^ — 

4 2 z l 

Geht man nicht von m aus, sondern allgemeiner von 2''.m^ indem 
man eine Grundform dieser Zahl durch 

2^w =- a:'+y'+Ä'+w' 

ausdrückt, so ergeben sich daraus (von den besonderen Fällen abgesehen) 
die drei Grundformen 

= (a:~tt)H(a:+fl)^+(y-Ä)^+(y+Ä)^ 

und wenn man die Summe der Biquadrate aller in diesen Quadraten vor- 
kommenden Zahlen durch A bezeichnet, so findet man 

also wenn man 2"+\fw = « setzt, -4 = -^- 3«. Man hat demnach für jedes 

« dieselbe Formel, wie sie vorher für a = gefunden wurde, und es folgt 
daraus auch hier, dass, wenn man durch SW" die Summe der Biquadrate 

aller Zahlen ausdrückt, deren Quadrate in sämmtlichen definitiven Dar- 

fi'iV 
Stellungen von 2"'*^^m vorkommen, man -5'iB* = -^— hat, und zwar hat iV, 

die Anzahl der definitiven Darstellungen, denselben Werth wie früher, da 
diese Anzahl nach dem Jaco6tschen Satze für alle geraden Zahlen von der 
Form 2''.fw dieselbe ist. 

Hiermit ist der Ziof^ctV/esche Satz vollständig bewiesen, da in Be- 
ziehung auf die besonderen Fälle nur das oben Gesagte zu wiederholen wäre. 
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9. 

An das Vorhergehende schliessen sich noch folgende Bemerkungen. 
Denkt man sich (wie in § 1) die verschiedenen definitiven Darstellungen 
von 2".w = « in der Form 



erhebt man jeden dieser Ausdrücke auf die zweite Potenz und nimmt die 
Summe, welche also gleich /W ist, so besteht diese Summe aus zwei 
Theilen, wovon der eine die Summe der Biquadrate aller hier vorkommen- 
den Elemente ist und wie früher durch 2B^ bezeichnet werden soll, während 
der andere Theil die doppelte Summe der Combinationen der in jeder Dar- 
stellung vorkommenden Quadrate zu je zweien ist und durch 2-S' bezeichnet 

Nn* 

werden soll. Man hat demnach iV«^ = — ^ -+ 2-2" oder 

^ - -4-7 

wie schon Lioumlle gefunden hat. 

Bildet man aus n ^ a\-\- 11+ c\-\- dl den Ausdruck 

(fl? + 60'+(öHcD'^+-+(cJ+rf?y, 

verfährt ebenso mit allen übrigen definitiven Darstellungen von «, und nimmt 
die Summe aller dieser Ausdrücke, welche durch S' bezeichnet werde, so 
findet man S' - 3-S'ß*+2-r' = 2iV»l 

Würde man statt der Addition die Subtraction anwenden, so dass 

man (a?— 6?y+(a^— cJ^H l-(cj— rf?y u. s. w. hätte, so wäre die entsprechende 

Summe gleich iV«^ also gleich der Summe der Quadrate aller definitiven 
Darstellungen. 

Wie schon Liouville bemerkt hat, ist der Ausdruck 

gleich Null, da alle Zahlen in demselben zugleich mit dem positiven und 
dem negativen Vorzeichen vorkommen. Erhebt man diesen Ausdruck ins 
Quadrat, so erhält man 

ö?+a2+--- + «!v+2(aia2+aia3+-+«v-iö.v) = 0. 
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Nnn ist 

Oi+Oi-I |-«i = -j-, 

also 

III '" 

ii,o,+o,o,H hi>«-iOi, = --g-- 

Ferner ist 

(a't+aU hoiy = (^) =o;+»!H |-oi+2(<i!<i?-| Foi-io',), 

also 

□od ans 

(o,o,+a,o,H |-a«_|0«)' = -^^ 

folgt demnach, dasa, wenn man die Ausdrucke 

fliO,, a,ii], . . . ajt.,ajf 
zQ je zweien combinirt, die Samme dieser Combinationen den Werth 



, / >.'«• n-N 11-2 \ _ n'lV I»-4 
2^ 64 16 ■ 2 / ■ 



64 16 2 / ~ 32 4 

hat 



267 



Summirung der Gaussschen Reihen j^f , « " 

(Von L. Kronecker,) 



Dss Cauchysche Theorem, wonach jf(x-{-yi)d(X'\-yi)=:0 wird, wenn man die 

Integration über die Umgrenzung eines Gebiets erstreckt, innerhalb dessen die Function f 
und ihre erste Ableitung eindeutig und endlich ist, führt auf überraschend einfache Weise 
zur Lösung jenes berühmten Problems der Werthbestimmung der Gaiiwschen Reihen, und 
dies ist deshalb von besonderem Interesse, weil bisher eigentlich nur zwei verschiedene 
directe Methoden zur Summirung dieser Reihen für beliebige Zahlen n existirten, die 
Gaiisssche^) und die DtrtcA/e/sche '). Allerdings hat Cauohy noch zwei Methoden an- 
gegeben'); aber zwischen der ersten von diesen beiden und der DtrtüA/e/schen findet, 
wie ich in meinem im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Juli 1880 abgedruckten 
Aufsatze dargelegt habe, eine innere üebereinstimmung statt, und die zweite Cauchyache 
Methode führt ebenso wie diejenige, welche ich in meiner Notiz*) „Sur une formule 
de Gauss ^ entwickelt habe, direci nur zur Werthbestimmung der Gaussschen Reihen 
für den Fall, wo n Primzahl ist, zur allgemeinen also nur mittels des Reciprocitätsgesetzes, 
während dieses bekanntlich aus der allgemeinen Werthbestimmung folgt. 
Gemäss dem Ciaticft^schen Theorem ist: 



ao /l^.7(IT?o-^C^+yO = 0, 



wenn vom Punkte (0, — y,) nach (0, — ^o) ^^ gerader Linie integrirt wird, alsdann 
um (0, 0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, nach (0, y^^y 
dann in gerader Linie von (0, y^,) nach (0, y,), von da nach (i»,y,) und von da nach 
(^n, ^o), alsdann um (^n, 0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, 
nach (^n, — ^o)? ferner in gerader Linie von (^n, — y^) nach (i«> — y,) und von da 
nach (0, — y,), endlich um jeden der in der rt-Axe liegenden Punkte (^,0), für welche k 
eine positive ganze Zahl und kleiner als ^n ist, in einem Kreise mit dem Radius y^, das 
Innere zur Linken lassend. Dabei wird y^ und y, als positiv vorausgesetzt und y^ <: ^. 
Lässt man nun y^ zu Null hin abnehmen, so geht die Gleichung (I.) in folgende über: 



(a = 0, 1; Xo = "» *i = i«; f- -»-^ -1; A = 0, 1, 2, . . . n— 1) 



= 0, 



') qSummatio quarumdam serierum singularium.*^ Commentationes soc. reg. scientiarum Gottingen- 
sis rec. Vol. I, 1811. Gaus» Werke, Bd. U, S. 9. Vgl, auch Gaus» Werke, Bd. II, S. 155. 

^ „Ueber eine neue Anwendung bestimmter Integrale auf die Summation endlicher oder un- 
endlicher Reihen'' (Abhandlungen der Berliner Akademie von 1835, S. 391, und G. Lejeune DirichUts 
Werke Bd. I, S. 237) ferner „Sur Tusage des integrales definies dans la sommation des series finies ou 
infinies" (dieses Journal Bd. XVII, S. 57, und <?. Lejeune DirichUts Werke, Bd. I, S. 257), sowie § 9 der 
Abhandlung: „Rechercbes sur diverses applications de Tanalyse infinitesimale k la theorie des nombres** 
(dieses Journal Bd. XXI, S. 134, und G. Lejeune DirichUts Werke, Bd. I, S. 473). 

^ „Methode simple et nouvelle pour la determination des sommes altemees, form^es avec les 
racines primitives des equations binomes**. (Comptes Rendus T. X, p. 560; LiouvilUs Journal, Jahr- 
gang 1840, Bd. V, S. 154, Oeuvres completes, I'e Serie, T. V, p. 152). 

♦) LiouvilUs Journal, Jahrgang 1856, Ser. II, Bd. I, S. 392. 
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und zwar ist der letzte der drei Theile auf der linken Seite gleich dem Gesammtresultat 
der Integration über die beiden Halbkreise und über die Kreise, da das Resultat der 
Integration um den ersten Halbkreis gleich — ^ wird, um den zweiten aber gleich —^ 
oder gleich Null, je nachdem w gerade oder ungerade ist, und um einen Kreis mit 

dem Mittelpunkt (ä, 0) gleich —c ** , also um sämmtliche Kreise gleich: 

— £e " oder — i^c " — i^e " o»<:i<:i«). 

k k k 

Wird in dem ersten Theile auf der linken Seite der Gleichung (U.) an Stelle 
der Integrationsvariabeln y eine neue Variable u mittelst der Substitution y=:eu\^n\ 
eingeführt, und im zweiten Theile, für den Fall e = — 1, die Integrationsvariable x mit 
\n—x vertauscht, so resultirt die Gleichung: 



(III.) iimi)/^i(H<'-y'^^-^--"'^«+^i"/*' ^4^i_^„,t^ = ^ 



Vo 



(a = 0, 1) (A=0. 1, 2, ... n-1) 

in welcher |v^| nach Weierstrassschev Weise den absoluten Werth von y'n bezeichnet. 
Lässt man nunmehr y, ins Unendliche wachsen, so wird der zweite Theil des Ausdrucks 
auf der linken Seite gleich Null; denn der absolute Werth jedes der beiden Integrale, 

aus welchen dieser zweite Theil besteht, ist kleiner als (l-|-2c~^^i'») / e " ^dx, so- 

(I 
bald nur 2e~^^^^ < 1 ist. Die Gleichung (IIL) geht daher in folgende über: 

aus welcher, indem darin w = 3 oder n = 4 genommen wird, der Werth des Integrals 
auf der rechten Seite und sonach die Finalgleichung: 

hervorgeht, welche die vollständige Summirung der (jai/Ä*schen Reihen enthält. 

Da die Gleichung (II.) leicht aus der Formel (/4.) in der schon aus dem Jahre 
1814 stammenden Ca»icÄyschen Abhandlung „Memoire sur les integrales definies" (Oeuvres 
completes, P* Serie, T. I, p. 338) abgeleitet werden kann und ganz unmittelbar aus der 
Formel (ll.)> P- ^8 der „Exercices de Mathematiques" vom Jahre 1826 (Oeuvres com- 
pletes, II® Serie, p. 128) hervorgeht, wenn darin für f(x^yi) die in der obigen Glei- 
chung (I.) unter dem Integralzeichen stehende Function von x-\-yi genommen wird, so 
erscheint es auffallend — namentlich mit Röcksicht auf die Bemerkungen in der Ein- 
leitung zu der angeführten Abhandlung „Methode simple et nouvelle etc." — dass Canchy 
darin nicht von seinen erwähnten Formeln Gebrauch gemacht hat. Aber auch Gausi, 
der doch wenigstens gegen Ende des Jahres, in welchem die Abhandlung „Summatio 
quarumdam serierum singularium" erschienen ist, das Theorem schon kannte*), mittels 
dessen oben die Summirung der Reihen ausgeführt worden ist, hat dasselbe, soviel ich 
weiss, niemals dazu benutzt. 



') „Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel*^, S. 157. 
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Eine algebraische Untersuchung über Theta- 
functionen von drei Argumenten. 

(Von Herrn F. Schotlky in Zürich.) 



§1. 

r ür p = 3 lässt sich eine Entwickelung darchführeii , die der sehr 
ähnlich ist, welche in einem vorangehenden Aufsatz*) für p = 2 gegeben 
wurde. Nur besteht der wesentliche Unterschied, dass wir hier die Argu- 
mente der Theta nicht als willkürlich veränderliche Grössen annehmen, son- 
dern sie beschränken auf solche Werthe, für welche eine der 64 existirenden 
Functionen verschwindet. Dann können wir uns wieder die Aufgabe stellen, 
alle geraden ^6e/schen Functionen rational durch drei Veränderliche |, tj, 
X, auszudrücken, die einer algebraischen Gleichung genügen. Man erhält 
so zwar nur eine particuläre Lösung der zwischen den Theta bestehenden 
Relationen. Aber erstens ist es möglich, von einer solchen particulären 
Lösung durch das Additionstheorem zur allgemeinen überzugehen. Zweitens 
bietet die Untersuchung, auch wenn man das Problem nicht bis zu diesem 
Ziele verfolgt, einige interessante algebraische oder analytisch-geometrische 
Resultate. Es treten wieder zwei Flächen auf, von denen die eine der 
fyerfrf/eschen Fläche der Kegelspitzen, die andre der Aiimm^rschen Fläche 
analog ist. Wir wollen zunächst einen Weg angeben, auf dem man direct 
zur Gleichung dieser zweiten Fläche gelangen kann. 

Bei unbeschränkten Werthen der Argumente bestehen zwischen den 
Quadraten der Theta lineare Relationen, vermöge deren sich alle durch acht 
unter ihnen linear und liomogen ausdrücken lassen. An Stelle dieser acht 
Grössen können wir auch lineare Verbindungen derselben setzen. Es sei 
eine bestimmte von den 64 Functionen. Zu denjenigen Grössen, welche 



*) üeber die Beziehungen zwischen den sechzehn Thetafunctionen von zwei Variabein. 
Dieses Journal Bd. 105, S. 233. 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 4. 35 



270 Schottky, ThetafuncUonen von drei Argumenten. 

sich als lineare Aggregate der 0J, darstellen lassen, gehören dann auch die 
sechs folgenden: 

öu' ' ^ dudu' ' • • • ^~ä;r^ 

Zu 0^ und den sechs Grössen dieser Reihe müssen wir noch eine achte, 
Z7, hinzufügen, um ein System zu erhalten, durch welches alle Functionen 
0^, linear ausgedrückt werden können. 

Die angegebene Darstellung muss auch gültig bleiben, wenn man 

f\g^ «^iQ 0|Q 

= setzt. Bezeichnet man die Differentialquotienten -^— , ^-r, ^-w mit 
A, B, C, so geht ftir = 0: 

©^jöMog© .^ _^, 0^-^^ in -AB 

über, u. 8. f.; es zeigt sich also, dass jede Grösse 6^„, darstellbar wird in 
der Form: 

wo a^ eine Oonstante, F^ einen homogenen quadratischen Ausdruck bedeutet 
Setzt man nun 

80 werden alle Thetaquotienten als Quadratwurzeln rationaler Functionen 
von l, jjL^ V dargestellt, und wenn man diese Ausdrücke in eine der übrigen 
Theta-Relationen einfahrt, so erhält man in irrationaler Form die Gleichung 
der gesuchten Fläche. 

§2. 

Der Bezeichnung aller 64 Theta möge eine Hauptreihe 

zu Grunde gelegt werden. Von den Zahlen 1 bis 7 haben wir alle Com- 
binationen ungerader Ordnung zu bilden. Dadurch werden dann alle Theta 
bestimmt, und zwar ist Q^ eine gerade oder ungerade Function, je nachdem 
die Ordnungszahl von m congruent —1 oder congruent +1 (mod. 4) ist. 
Der Einfachheit wegen ersetzen wir die Combinationen, deren Ordnungszahl 
grösser als 3 ist, durch die complementären von gerader Ordnung; es 
sind dann 

(1.) yJy ^123? ^124? • • • ^667 
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die 36 geraden, und 

(2.) ©1, 02 j ... 0?; 012J • • • 067 

die 28 ungeraden Theta. Wir beschränken nun die Argumente durch die 
Gleichung: 

(3.) = 0. 

Zur Aufstellung der Relationen verwenden wir den bekannten Satz, dass 
zwischen vier Producten von je zwei ungeraden Theta eine lineare Relation 
besteht, unter der Voraussetzung, dass alle vier Producte zu der gleichen 
Periode gehören. Eine solche Gleichung muss deshalb stattfinden zwischen 

Ö16Ö17, 026027, 036037, 0607, 

also auch zwischen: 

010167, 020267, 030367 Md ®®67; 

denn das zweite System geht aus dem ersten hervor durch Vermehrung der 
Argumente um die Periode 7. Wenn also = ist, so sind 

010167, 020267, 030367 

durch eine homogene lineare Gleichung verbunden. Nun ziehen wir den- 
selben Schluss, wie in der anfangs citirten Arbeit, wo es sich um Functionen 
von zwei Argumenten handelte. Wir setzen: 

Da immer 

einer linearen homogenen Gleichung genügen, wenn a, /?, y, x^ k irgend 
fünf der Zahlen 1 bis 7 bedeuten, so lassen sich alle 35 Producte F^ß^ als 
lineare Functionen von vier Grössen ar, y, ä, it darstellen, und es muss, 
wenn x irgend eine bestimmte der sieben Zahlen bedeutet, ein festes Werth- 
system 

Ox> *«, C„9 ^x 

geben, für welches alle fünfzehn linearen Functionen F«^, verschwinden. 
Nimmt man diese sieben festen Werthsysteme als gegeben an, so lässt sich 
F„^y = als Gleichung derjenigen Ebene auffassen, welche durch die Punkte 
«, ßy Y hindurchgeht. Die linearen Functionen Fa,ßy sind hierdurch bestimmt 
bis auf constante Factoren. 

Wir fassen diese sieben Werthsysteme hier als die Parameter der 

35* 
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Theorie auf*). Da mit ihnen jede lineare Transformation vorgenommen 
werden darf, so sind nur sechs von diesen 4.7 Grössen als wesentliche 
Parameter aufzufassen. Die Coordinaten der festen Punkte sind deshalb 
auch durch keine Gleichung verbunden, und speciell ist die Annahme aus- 
zuschliessen , dass vier der Punkte in einer Ebene oder sechs auf einem 
Kegel zweiten Grades liegen, dessen Spitze durch den siebenten Punkt ge- 
bildet wird. 

§3. 
Wir stellen das neue System auf: 

013024, 023014, 06057, 05067- 

Auch diese Grössen müssen durch eine lineare Gleichung verbunden sein. 
Davon gehen wir über zu folgendem System: 

0135 0246, 0235 0145, 006 0?, 00567 

durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode 5. Da = ist, 
bekommen wir auf diese Weise eine Gleichung: 

^0135 0245+^0235 0145 = ^050 07- 

Diese multipliciren wir mit 

0,02 030401 
und setzen 



Dann folfft: 



ö' 



(1.) 0,0,03 04 0,06 07 = n. 

(2.) AF,,,F,,,+ BF^,Fui = C.n.^0^. 



Setzeu wir: 



0* 



(3.) n-^ = Ö5.6, 



80 wird durch die Gleichung (2.) G^fi dargestellt als quadratische Function, 

*) Es sind dieselben Parameter, welche Herr Frobenius in seinen Untersuchungen 
über die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung verwendet (dieses Journal Bd. 99). 
Mit den Coefficienten der linearen Anfangsglieder von (9,, ... O^ hängen die Raumpunkte 
(1) bis (7) in folgender Weise zusammen. Es seien m,, Mj, ... u^ diese Anfangsglieder. 
Da es lineare homogene Functionen von drei Argumenten sind, so bestehen zwischen 
den Grössen u vier Gleichungen: 

2:(^a«a)=0, ^(«atia) = 0, ^(0«««) = 0, ^C^a««) = 0, 
a=l 

und man kann Aa, Ba, Ca, Da direct den Grössen a«, 6«? Ca, da proportional annehmen. 
In derselben Beziehung stehen für q = 2 die Punkte 1 bis 6 zu den Anfangs- 
gliedern der sechs ungeraden Thetafunctionen. 
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die im Punkte 5 von der zweiten Ordnung, und ausserdem in 1, 2, 3, 4 
von der ersten Ordnung verschwindet Ebenso könnten wir einen quadra- 
tischen Ausdruck für dieselbe Grösse finden, der auch im Punkte 5 von 
der zweiten Ordnung, und ausserdem in 1, 2, 3, 7 verschwindet Offenbar 
müssen beide Ausdrücke identisch sein; G^ß ist also diejenige, bis auf einen 
Constanten Factor bestimmte, quadratische Function von x^ y, z, w, die in 
allen Hauptpunkten mit Ausnahme von (6) verschwindet, und zwar im 
Punkte (5) von der zweiten Ordnung. G^^ = ist die Gleichung eines 
Kegels zweiten Grades mit der Spitze in (5), der nicht durch (6) hindurch- 
geht, aber durch die übrigen Punkte. 

Functionen dieser Art existiren 42, die man paarweise zusammen- 
fassen kann. Dabei ist 

eine Function vierten Grades, die in allen sieben festen Punkten von der 
zweiten Ordnung verschwindet Au« den Gleichungen: 



(5.) 






folgt aber: 

(6.) 77^0'^, = V 

So sind also zunächst alle Grössen [T\&m mit zweigliedrigem Index dar- 
gestellt als Functionen vierten Grades, die mit ihren ersten Ableitungen in 
den sieben Hauptpunkten verschwinden. 

Ferner ergiebt sich aus den beiden Gleichungen (5.): 

Aus dieser letzten Formel folgt, wenn a, ß, y irgend drei der Zahlen 1 
bis 7 bedeuten: 

(8.) G^^ßGß^^G^^^—Gß^^G^^ßG^^^ =^ 0. 

Dies sind verschiedene Formen der algebraischen Gleichung, welche zwi- 
schen den Veränderlichen x, y, ä, tr besteht Vermöge dieser Gleichung 
ist der Punkt (x, y, z, to) auf eine Fläche sechsten Grades mit sieben drei- 
fachen Punkten beschränkt; denn der Ausdruck auf der linken Seitß der 
Gleichung (8.) verschwindet offenbar in allen Hauptpunkten von der dritten 
Ordnung. 
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§4. 
Weiter betrachten wir die vier Prodncte: 

C72Ö3, ^12 013, 042^43, 062^53? 

die ebenfalls den Voraussetzungen des Fundamentalsatzes genügen. Hieraus 
gehen, durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode 12, die 
Grössen hervor: 

01^1237 ®®23? 0140567? 0150467- 

Daraus folgt, da = ist, dass sich 

010123 durch 014 0567 und 015 0467 

ausdrücken lässt. — Nun ist 

040M 



Folglich 



Ebenso ist 



G41 = ^- e , 

/^667 = ©5®607©567« 
^4,1 «^567 ^ Ö^14Ö'567« 

fi'5.1'^467 =-• ^— — ^-015®467, 

n& & & & 

Da nun die Ausdrücke auf der rechten Seite dieser drei Gleichungen 
durch eine lineare Gleichung verbunden sind, so folgt, dass sich das Product 

V^j V-Tj v^, 

linear durch G^^^F^,^ und Gs,lF^^ darstellen lässt. Beide Terrae sind vom 
dritten Grade und werden Null von der zweiten Ordnung in den Punkten (4), 
(5), (6), (7), von der ersten in (2) und (3); die Summe aber muss, der 
Symmetrie wegen, auch im Punkte (1) verschwinden. Wir erhalten also: 

rj^ . 01 as EI 

wo Ä,23 eine kubische Function bedeutet, die in den Punkten (1), (2), (3) 
von der ersten, in den vier übrigen von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Dieselbe ist wieder durch die angegebenen Bedingungen bis auf einen eon- 
stauten Factor bestimmt. 
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(ßO '^~^rä~ — ^123 



Aus den beiden Gleichungen: 

(1.) 0,020,0m = F,„, 

©1 ®i ®t 

folgt durch Multiplication : 

(O.) U .0123 = ''im -"123 = -''12S5 

es wird wieder 11^01, als zerfallende Function vierten Grades dargestellt, 
die in allen Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Aus denselben Gleichungen ergiebt sich durch Division: 

(4:.) "' = Em^. 

Ebenso ist: 



mithin : 

<.o-; ©' " ~F~1S~ 
Nach dem vorigen Paragraphen aber ist: 

©! ÖM ' 

also erhalten wir: 

(6.) Ö3,4Fi24Äi23 —04,3^123^124 = 0. 

Dies ist eine neue Form für die Gleichung der Fundamentalfläche, 
auf welche der Punkt {x, y, ä, «?) beschränkt ist. Während aus der ersten 
Form (Gleichung (8.), § 3) hervorgeht, dass die 21 Raumcurven vierter 
Ordnung auf dieser Fläche liegen, in denen die Kegelpaare G^^ß = 0, Gß^^ = 
zusammentreffen, so folgt hier, dass dieselbe Fläche auch die ebenen Curven 
dritten Grades enthält, in welchen die Flächen Faßy = 0, H^ßy, = sich 
schneiden. 



§5. 
Endlich benutzen wir die lineare Gleichung, welche zwischen 

060-, 0r,i07„ 0(52072, 063073 

besteht. Aus den Formeln: 

il.©7©7« 



Gl. = 



^«.6 - ^ 



©a ' 

»6 



276 Schoiihy, Theiafunctionen con drei Argumenten. 

folgt: 



Folglich existirt eine lineare Relation zwischen: 

n^6^^ G, ,6^7,1, 02,6^7^2, GlfiG^;i. 

Hier zeigt sich, dass 77^0? dargestellt wird durch eine Function vierter 
Ordnung, I7, die im Punkte (7) von der dritten Ordnung verschwindet. 
Denn der Punkt (7) ist ein Doppelpunkt der Fläche G^x = 0, er liegt aber 
auch auf der Fläche Gi e = 0. Ausserdem wird der Ausdruck Null von der 
zweiten Ordnung in den übrigen Punkten; dies ist evident fttr die Punkte 
(1) bis (5) und muss wieder für den Punkt (6) aus der Symmetrie der 
Voraussetzungen geschlossen werden. Wir bezeichnen diese Function, welche 
wieder durch die angegebenen Bedingungen algebraisch bestimmt ist bis auf 
einen constanten Factor, als L,: 

(1.) TT©? = I7. 

Es sind auf diese Weise 63 Functionen vierten Grades definirt, die alle, 
nebst ihren ersten Ableitungen, in den sieben Hauptpunkten verschwinden; 
nämlich 35+21 zerfallende: 

Ga,ßGß^a = I^aß9 
Paßr"aßY ~ ^aßr9 

und sieben, L«, welche nicht zerfallen, aber in einem Hauptpunkte von der 
dritten Ordnung verschwinden. Unter der Annahme, dass = ist, haben 
wir durch diese Ausdrücke die Quadrate der übrigen Thetafunctionen dar- 
gestellt: 

(2.) n\Qi = i^. 

Die linearen Relationen, welche zwischen den Quadraten der Theta bestehen, 
werden identisch erfüllt, sobald man für sie die gefundenen Ausdrücke ein- 
setzt. Je neun Thetaquadrate, und, wenn man = setzt, schon je acht 
der übrigen, sind durch eine lineare Gleichung verbunden. Dasselbe gilt 
für die rationalen Ausdrücke L„,' Denn es sind sämmtlich Functionen vier- 
ten Grades, deren Coefficienten 4.7 Bedingungen genügen müssen; es giebt 
nur sieben linear unabhängige Functionen vierten Grades L, die in den 
sieben festen Punkten von der zweiten Ordnung verschwinden. 

Zu den verschiedenen Formen der Fundamentalgleichung können 
wir noch diese hinzufügen: 
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(3.) Fl23'^456^ — "^123^166 = 0? 

(4.) Gx^L^- G,,L, = 0. 

Denn es ist 

Fl« = 0102030,23, F,56 = 0405060456, ^7 = ^'. ^; 

folglich: 

^123 ''^SC ^7 = n ,0^ 0123 0456. 

Ferner: 

IT ■'^ '^121 U -^-^ '^-456 

^^^~ ©,©,0, ' ^**^~ 04 05 0, ' 

daher ist auch: 

"123 "456 = /7 . ©7 ©123 0456« 

Die andere Formel ergiebt sich ebenso; da 

ist, so ist: 

Gi^L2 = /7\0i0,©i2 = (72,1^1. 

§6. 

Unter den speciellen Carven, die auf der Fundamentalfläche liegen, 
wurden bereits erwähnt die ebenen Oarven dritter Ordnung, in denen eine 
Ebene Faßy = die zugehörige Fläche dritten Grades H^ßy = schneidet, 
und die Schnittlinien der Kegelpaare Ga^ß = 0, Gß„, = 0. Jede solche Curve 
ist Doppellinie einer zerfallenden Fläche Zr^ = 0; das entsprechende ©^ver- 
schwindet also in allen ihren Punkten, während die 62 übrigen Thetafunc- 
tionen von verschiedene Werthe haben. 

Es giebt aber eine zweite Gruppe von 28 speciellen Curven auf der 
Fläche, in denen eine grössere Anzahl von Thetafunctionen verschwindet; 
sodass wir den Schluss ziehen müssen, dass längs denselben die Argumente 
constant sind. 

L Von solcher Beschaffenheit ist erstens die gerade Linie, welche 
zwei Hauptpunkte mit einander verbindet. Betrachten wir z. B. die Ver- 
bindungslinie der Punkte (1) und (2), die wir X^ nennen. Durch dieselbe 
gehen die Ebenen: 

^123 = 0, Fi24 = 0, ... Fj27 = ; 

also verschwinden in 1^2 die Functionen 

C^V ^123, -''124, • • • ^127» 

Jonmal für Mathematik Bd. CV. Heft 4. 36 
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Es verschwinden aber auch in derselben Linie die Functionen 

deren Indices keines der beiden Elemente 1, 2 enthalten; denn wenn auch 
die Linie iij nicht der Ebene F345 = angehört, so liegt sie doch auf der 
Fläche dritten Grades H^^ = 0. Wir hatten nämlich in § 4 den Ausdruck 
^123 zusammengesetzt aus: 

G4,iF5f,7 und G^^^F^^. 
Ebenso lässt sich ^345 zusammensetzen aus 

06,4^712 und 67,4 '^612- 

Daraus folgt die ausgesprochene Behauptung. Die Fläche ^^234 = aber 
geht nicht durch die Linie >l,2. Denn ^^234 kann aus 

Gm^715 nnd G,.4F567 

zusammengesetzt werden. Nun enthält zwar der Kegel G, 4 = die Linie 
ii2; denn seine Spitze ist der Punkt (1), und auf der Fläche liegt auch 
der Punkt (2), aber weder die Ebene F7,5 = noch der Kegel G^j^-=0 
enthält diese Gerade. Wir sehen also: Von den Functionen L^ßy verschwin- 
den diejenigen in allen Punkten von i,2, deren Index aßy entweder keins 
der beiden Elemente 1, 2 oder beide enthält, während die übrigen in dieser 
Linie nicht verschwinden. 

Weder G,;^ noch G24 verschwindet in ii2. Dasselbe gilt von den 
Factoren von L34. Aber die Flächen G, 3 = und Gj^ = enthalten diese 
Linie. Daraus geht hervor, dass von den Grössen L^ß die und nur die in 
der Linie X^i verschwinden, deren Index aß das eine der beiden Elemente 
1, 2 enthält, das andere aber nicht: 

(o.) Li3, Li4, • . . Ln\ L23, £#24? • • • ^v 

Die Function L3 zerfällt nicht. Zufolge § ö lässt sich L3 zusammen- 
setzen aus 

Ga,! Gi^5 , G3 2 G-iji , 63^4 64^. 

G,^ und G^fi werden in der Linie i,2, aber weder G34 noch G4^5; folglich 
liegt die Linie i,2 nicht auf der Fläche L3 = 0. 

Dagegen kann L^ zusammengesetzt werden aus 

Gi^ G3 , G13 G4^e 1 Gi^ Gs e; 
alle diese Terme verschwinden in l^t^ folglich auch Li. Dasselbe gilt von Lj. 
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Fasst man diese einzelnen Resultate zusammen, so folgt: 
Längs der Linie il,2 verschwinden alle Thetafunetionen, welche in 
ungerade übergehen, wenn man die Argumente um die halbe Periode 12 ver- 
mehrt. Man kann die Function 0, welche in allen Punkten der Fläche 
ist, auch hierzu rechnen; dann ist die Anzahl der Grössen 0„^, welche in 
iL,2 verschwinden, gleich 28. Da die Argumente nothwendig congruent 
sein müssen, wenn alle ungeraden Thetafunetionen den Werth haben, so 
folgt, dass die Argumente der Theta in 1^2 constant, und zwar gleich der 
halben Periode 12 sind. 

n. Es giebt aber noch sieben andere Linien auf der Fläche, welche 
dieselbe Eigenschaft besitzen, wie die 21 Geraden X^ß. Irgend sechs der 
sieben Hauptpunkte bestimmen eine Raumcurve dritter Ordnung. Wir nennen 
diese Curven i^, ij? • • • ^7; sodass ij diejenige ist, welche durch die Punkte 
(2) bis (7), aber nicht durch den Punkt (1) hindurchgeht. Nach einem 
bekannten Satz liegt die Raumcurve A^ auf allen Kegelflächen: 

^2,1 = 0, G31 = 0, ... G^l = 0, 

die den Punkt (1) nicht enthalten, und nur auf diesen; also sind in ihr die 
Functionen 

während 

von verschiedene Werthe haben. 

Femer liegt ki auf der Fläche Ä123 = 0; denn es ist: 

^123 = ^ 04,1^507 + ^^5^1 '^467- 

Endlich gehört sie auch den Flächen L2 = , £3 = etc. an ; denn es ist 
L2 darstellbar in der Form: 

L^ = v4G2^G3i + ÄG2,4G4i+CG2^G5t. 

Man sieht, dass in den Punkten der Linie li alle diejenigen Thetafunetionen 
verschwinden, welche durch Vermehrung der Argumente um die zum Index 
1 gehörige halbe Periode in ungerade übergeführt werden. Daraus folgt, 
dass auch längs dieser Linien A,, Aj? ... ^7 die Argumente constant sind 
und zwar gleich den halben Perioden, welche denselben Index haben. 

Sobald man also für die Argumente eine der 28 halben Perioden 
setzt, welche die Function in eine ungerade überführen, so werden die 

36» 
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AbelAchen Functionen 

-^ X _L 

anbestimmt; einem solchen Werthsystem der Argumente entsprechen Punkte 
(j^9 Vi ^9 w')? die eine ganze Linie der Fläche erfüllen. 

Dass den übrigen Perioden (123), (124) etc. keine derartigen Cur- 
ven entsprechen, liegt daran, dass wir uns hier auf solche Werthsysteme 
beschränken müssen, wofür = wird. 

§7. 
Wir sehen ab von der Gleichung, welche zwischen x, y, », w be- 
steht, und betrachten jetzt diese Grössen als unabhängige Veränderliche. 
Diejenigen homogenen ganzen Functionen vierten Grades, die in sämmt- 
lichen Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwinden, wollen wir 
allgemein als I^Functionen bezeichnen; zu ihnen gehören die 63 speciellen 
Ausdrücke L^, L^ß und 7^«^^, welche entweder zerfallen oder in einem Haupt- 
punkt von noch höherer Ordnung verschwinden. Zwischen je acht Grössen 
L besteht eine lineare Gleichung. Nun lassen sich aber sechs Grössen L, 
die offenbar linear unabhängig sind, in folgender Weise bilden. Wir stellen 
zunächst drei linear unabhängige Functionen zweiten Grades A, B, C auf, 
die in allen Hauptpunkten von der ersten Ordnung verschwinden; dann 
gehören die Quadrate und Producte derselben A^^ AB, AC etc. zu den 
Grössen L. Es muss aber ausser diesen sechs noch eine siebente existiren, 
die nicht als quadratische Function von A, B, C darstellbar ist Bezeichnen 
wir eine solche mit U, so lässt sich dann jedes L ausdrücken in der Form: 

(1.) L = aU+F(A,B,(T), 

wo a eine Constante, F eine quadratische Function von A, B, C bedeutet 
Unter einer eigentlichen L-Function verstehen wir eine solche, in der 
der Coefficient a von verschieden ist. Die Flächen zweiten Grades 
^ = 0, J5 = 0, C=0 haben ausser den sieben Hauptpunkten noch einen 
achten Punkt gemeinsam, dessen Coordinaten rational durch die sieben 
gegebenen bestimmt sind, und den wir als den Punkt (8) bezeichnen. Die nn- 
eigentlichen L-Functionen verschwinden auch in diesem Punkt, ebenfalls von 
der zweiten Ordnung. Wenn U im Restpunkt verschwände, so würde nach 
Formel (1.) auch jedes eigentliche L dort den Werth haben. Betrachten 
wir aber die specielle Function L^ = Gi,2 ^2,1. G1.2 = ist die Gleichnng 
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eines Kegels zweiten Grades, auf dem die Punkte (1), (3), (4), (5), (6), 
(7) liegen; enthielte die Fläche den Punkt (8), so müsste sie auch den 
Punkt (2) enthalten. Das ist nicht der Fall; folglich geht die Fläche nicht 
durch den Punkt (8). Dasselbe gilt von 62,1- Mithin ist L12, also auch U, 
im Punkt (8) von verschieden. 

Es geht hieraus hervor: Sobald eine Fläche vierten Grades, welche 
sieben Doppelpunkte in unabhängiger Lage besitzt, durch den zugehörigen 
achten Punkt hindurchgeht, ist dieser auch ein Doppelpunkt, und die Glei- 
chung der Fläche darstellbar in der Form: 

F(A, Ä, C) = 0. 

Wir setzen: 

.^. A . B U 

Dies sind drei rationale Functionen von — , — , — Umgekehrt sind diese 

letzteren Grössen algebraische Functionen von i, fi, v, und wir stellen uns 
die Aufgabe, die Art dieser Abhängigkeit genauer zu bestimmen. Dabei 
geben wir jetzt die homogene Darstellung auf, ohne deshalb die Bezeich- 
nungen zu ändern; wir setzen die vierte Variable ir = 1. Ferner denken 
wir uns die Function U so gewählt, dass sie im Punkt (8) den Werth 1 
erhält; der Coefficient o in der Gleichung (1.) bedeutet dann den Werth 
von L im Punkt (8). 

Die Grössen L lassen sich jetzt in folgender Weise darstellen: 

(3.) L = C\a.v+g(k, ^)|, 

WO a constant, g eine ganze quadratische Function von X, fi bedeutet, die 
aber nicht nothwendig homogen ist. Dabei sind l^ fx, v selbst Quotienten 
specieller L-Functionen, wie leicht zu sehen ist 

§8. 

Betrachtet man die Grössen ly ^ als Constanten und lässt nur v 
variiren, so wird hierdurch der Punkt x, y, z beschränkt auf eine Kaum- 
curve vierter Ordnung, die wir q nennen wollen, die Schnittlinie der beiden 
Flächen zweiten Grades ^— >IC=0, B—fiC=^0. Auf dieser Raumcurve 
liegt ausser den sieben Hauptpunkten auch der Punkt (8). 

Wenn wir uns auf die Curve p beschränken, so können wir x, y, z 
als elliptische Functionen vierten Grades einer Veränderlichen u auffassen, 
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die alle drei für dieselben vier Werthe von u unendlich gross werden. Die 
Variable u sei so definirt, dass im Punkt (8) ii = ist. Ferner seien «i, 
«2, ... «7 die Werthe von u in den Hauptpunkten, und s ihre Summe; c da- 
gegen sei die Summe der vier Werthe, wofür x, y, z unendlich gross werden. 
Es ist dann leicht zu sehen, dass s gleich oder congruent 2c ist. Denn be- 
trachten wir C als Function von u, so ist diese vom achten Grade, sie wird 
für dieselben Werthe von u unendlich, wie x, y, z, aber von der zweiten 
Ordnung. Folglich muss auch die Summe der Werthe, wofür C = wird, 
congruent 2c sein. Nun wird aber C=0 für w = 0, «i, 112, ... ti?; folglich 
ist 8 gleich oder congruent 2c, und wir können « ~ 2c annehmen. 

Die elliptische Function achten Grades, der A, B und C auf der Curve 
proportional werden, nennen wir f(u)\ ihren constanten Factor normiren wir 
so, dass f'(Qi) = 1 ist. In dem Ausdrucke (3.) im vorigen Paragraphen 
wird jetzt gQ., fi) eine Constante, dagegen v eine elliptische Function von u. 
Zähler und Nenner werden für dieselben Werthe von u unendlich gross, 
und zwar von derselben Ordnung. Ausserdem verschwinden aber auch 
Zähler und Nenner von der zweiten Ordnung für die Werthe w = «i, 
«I2, ... u^] für II = aber verschwindet der Nenner von der zweiten Ord- 
nung, während der Zähler nicht verschwindet. Hieraus folgt, dass v eine 
elliptische Function zweiten Grades ist, die nur für ti ee: unendlich wird. 
Eine solche ist in der Form 

y = ap(u)+ß 

darstellbar, wo « und ß Constanten, ff?(u) die WeierslriMs^che Grundfunction 
bedeutet. 

Dadurch, dass wir l, fi als constant angenommen haben, wurde der 
Punkt X, y, z auf eine Curve beschränkt. Halten wir ausserdem v fest, 
so bekommen wir im Allgemeinen zwei Punkte dieser Curve. Denn r 
ist durch eine lineare Gleichung mit p(n) verbunden, zu einem Werthe von 
p(u) aber gehören zwei Werthe, u und —u, und somit zwei Punkte der 
Curve. Nur wenn ff}'(u) = wird, fallen diese beiden Punkte zusammen. 
Es gehören also im Allgemeinen zu einem Werthsystem X, fi, v zwei Punkte 
(x, y, z) und (x, y\ z'). 

Zwei Punkte P und P\ für welche l, //, v dieselben Werthe haben, 
nennen wir entsprechende. 

Mit dieser Definition ist die folgende gleichwerthig : 
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Zwei Punkte heissen entsprechende, wenn jede L-Function, die in dem 
einen verschwindet, auch in dem andern den Werth annimmt. 

Denn nehmen wir an, es seien L und L' zwei L-Functionen, von 
denen die erstere wird im Punkte P, die andere nicht. Der Quotient 

beider jj ist eine rationale Function l, /i, v; diese muss also der ersten 

Definition zufolge auch in F verschwinden. 

Gehen wir umgekehrt von der zweiten Definition aus und nennen 
^M /'o? ^u die Werthe von d, u, v im Punkte P. Dann sind C^(A— it,,), 
C^(a— .1/,,), C^(y—v) specielle L-Functionen, die im Punkte P verschwinden. 
Folglich müssen diese auch in P' verschwinden. Es muss also auch dort 
X = A<,, u == jjii^ y = Vii sein. Für C = wird der Schluss scheinbar illuso- 
risch, aber man kann vermöge einfacher Transformationen C durch A und 
B ersetzen. Die Punkte (1) bis (8) sind allerdings Ausnahmestellen. 

Nimmt man X, ju, v als gegeben an, so werden die beiden zugehöri- 
gen Punkte P und F' durch Auflösung einer quadratischen Gleichung ge- 
funden. Indem wir nur X, /t als fest betrachten, können wir x, y, « rational 
ausdrücken durch p(u) und pXu). p{u) ist aber eine lineare Function von 
Vy folglich fp'(u) die Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten Grades 
von V. Wir werden also x, y, ä rational durch A, ^, v und die Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Function dritten Grades von v ausdrücken können, 
deren Coefficienten natürlich noch von X und ,a abhängen. 

Von den beiden einander entsprechenden Punkten P und F aber ist 
jeder eindeutig rational durch den andern bestimmt, und zwar ist die Trans- 
formation, durch die der eine aus dem andern hervorgeht, eine involutorische. 
Mehr geometrisch lässt sich die Transformation so definiren: 

Man denke sich die Raumcurve q, welche durch P und die sieben Haupt-^ 
punkte gelegt werden kann. Auf dieser liegt auch der Punkt (8). In (8) 
lege man die Tangente an die Curee, und durch diese irgend eine Ebene E = 0. 
Die Ebene E = schneidet dann die Curve in zwei weiteren Punkten Q und 
Q\ Durch diese beiden Punkte und P werde jetzt eine zweite Ebene, E' = 0, 
gelegt; nennt man P' den vierten Punkt, in welchem diese Ebene die Curve q 
trifft, so ist P' der entsprechende Punkt von P. 

Denn werden die beiden Ebenen E = 0, i£' = in der angegebenen 

Weise bestimmt, so ist der Quotient ^ eine rationale Function von x, y, z, 
welche auf der Curve q nur im Punkte (8) unendlich wird, von der zweiten 
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Ordnung, und nur in P und F verschwindet Eine solche mnss aber eine 
lineare Function von p(u) oder, was dasselbe ist, von v sein; folglich muss 
y in beiden Punkten P und P' denselben Werth haben. 

§9. 

Sämmtliche L-Functionen werden auf der Curve q elliptische Func- 
tionen von u, die sich aus f^(u) und f^(u) p(u) linear zusammensetzen. Die 
Function Li verschwindet flir u = u^ von der dritten Ordnung, während f^(u) 
nur von der zweiten Ordnung Null wird. Es ist also: 

wo /i eine Constante bedeutet, der Werth von L^ im Punkte (8). 
Li2 besteht aus den Factoren Gi^2 und Ga^i. Der Quotient 

ist eine elliptische Function zweiten Grades, welche unendlich wird für 
11 = 0, ti = ti2, und fUr u = Ui; sie muss also ausserdem werden für 
f* = fi2— fii. Ebenso ist 

(?2,1 _/°^ ^^ w = 0, fl = lli, 

/*(") "" l für fi = f^„ fi = u.'-fh. 
Mithin ist 

Endlich wird Fi23 = flir fi = iii, U2j th und einen vierten Werth u\ Die 
Summe dieser vier Werthe muss ^ = y ®^"^' *'®^ verschwindet F123 auch 
für II = -|-— fii— fi2— W3. Da Fi23 ein Factor von L123 ist, so muss hierfür 
auch L,23 = werden. Mithin ist 

Noch symmetrischer lassen sich die drei Formeln darstellen, wenn man die 
Parameter etwas anders wählt Es werde gesetzt: 

U^ = Va — Vo (a = l. 2, ... 7)j 

Durch diese acht Gleichungen sind die Grössen r vollständig bestimmt 
Aus ihnen folgt: 
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s 



— fli — Wa — «^3 = — «?()— «'i— «'2 — 1?3 

= t?4 + t?6 + «'fl + «?7- 



Daher ist: 



Laß = /«^ f W(^(«)-^(<'«~«',0)^ 

/„, bedeutet den Werth von L„, im Punkt (8). Denkt man sich von den 
Thetafunetionen constante Factoren abgesondert: 

nacli dem Prineip, dass die Differenz zweier Functionen ol, ausdrückbar 
sein soll in der Form: 

SO würden in den letzten Gleichungen die Factoren / sämmtlich fortfallen; 
die Functionen L„^ hätten im Punkt (8) alle den gleichen Werth. 
Wir setzen: 

^l,'2 ^^ ^1,2' 1,2? 

wo c^-i den Werth von Gj2 im Punkt (8) bedeuten soll. J^j ist dann eine 
quadratische Function von ar, y, z von denselben Eigenschaften wie Gi2t 
sie wird aber gleich 1 im Punkte (8). Betrachten wir sie, längs der Curve p, 
als elliptische Function von w, und setzen: 

fOO fOO fW ^^ ^' 

so sind (p(u) und ifj(t4) elliptische Functionen dritten Grades, die nur für 
fi^O unendlich werden. Denn es wird zwar der erste Factor von (p(u) 
auch unendlich gross für « = 1/21 für denselben Werth verschwindet aber 
der zweite Factor, u. s. f. Für kleine Werthe von u fängt die Entwicklung 

sowohl von (p(u) als von yj(u) an mit -7; cp(u) wird aber für die ent- 
gegengesetzten Werthe von u wie y^(u). Denn die Factoren von <p(u) ver- 
schwinden ausser für Wi, u»^ 1/3 noch für die drei Werthe «2— Wi, «13— «2, «'i— ^3» 
während ^2.1 Null wird für «^ = Wi— 1/^, I^^ für 112— Wj, I\^i für 11 = 113—111. 
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Hieraus folgt, dass 
ist. Mithin ist 

eine ungerade Function von w, die nur für n ^ unendlich wird , und da 

2 
ihre Entwickelung anfängt mit -^, so muss sie mit —pXu) identisch sein. 

Für die Punkte der Curve p gilt also die Gleichung 

Die rationale Function von ar, y, z auf der linken Seite hängt scheinbar 
ab von den Indices 1, 2, 3, sodass man durch Vertauschung derselben mit 
den übrigen 35 der Form nach verschiedene Ausdrücke erhält. Aus der 
aufgestellten Gleichung geht aber hervor, dass alle diese Ausdrücke längs 
der Curve p den gleichen Werth erhalten, und da man durch jeden Punkt 
des Raumes eine solche Curve legen kann, so müssen sie identisch sein. 
Wir bezeichnen diese rationale Function mit 2T; sodass T = 1 wird 
im Punkte (8). Ferner setzen wir: 

1 - 

T unterscheidet sich dann auf der Curve p nur um einen constanten Factor 
von p'(fi)' ^^ ^w^i entsprechenden Punkten P, P' gehören entgegengesetzte 
Werthe von w, also auch von r. Wir haben also hier eine rationale Func- 
tion von Xy f/y z aufgestellt, welche den entgegengesetzten Werth annimmt, 
wenn man den Punkt (ar, y, z) durch den entsprechenden ersetzt. Es müssen 
sich daher o?, y, z rational durch i, ^, r, r, dagegen t^ rational durch l^ 
jiiy V ausdrücken lassen. 

§10. 

Dass T=0 unsere Fundamentalgleichung ist, lässt sich jetzt in 
folgender Weise erkennen. Es war gesetzt worden: 

(!•) ^l,2-'2,3^3,l4" '2,1' 3,2' 1,3 = ^ -1 ^ 

und die Fundamentalgleichung zwischen x, y, z war in § 3 in folgender 
Form aufgestellt worden: 

(2.) G,,2G.2,3G3,i — G2,iÖ3^2Ö,,3 = 0; 

G^^ß aber unterscheidet sich von I\^ß nur um einen constanten Factor. Be- 
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zeichnen wir mit T' den Ausdruck auf der linken Seite dieser zweiten Glei- 
chung, so ist zu beweisen, dass T' und T sich nur um einen constanten 
Factor unterscheiden können. 

Wir dividiren beide Ausdrücke durch C und fassen die Quotienten 

als elliptische Functionen von u auf, indem wir X^ ft als constant betrachten. 
Beide Quotienten setzen sich linear zusammen aus den Grössen, die wir im 
vorigen Paragraphen (p(u) und ifj(u) genannt haben, und da (p(ti)-\-ifj(u) = —p*(u) 
ist, so kann man auch r' aus pXu) und (f(ti) zusammensetzen: 

t' = apXu)'\-ß(f(u), 

(f(u) ist eine elliptische Function dritten Grades, welche verschwindet für 
w = f/2— w,, «3— «2^ «1—^3; der Ausdruck t aber muss symmetrisch sein in 
Bezug auf alle Werthe ti,, . . . Wy, die den sieben Hauptpunkten entsprechen. 
Das ist nur möglich, wenn /? = ist. Denn ebenso gut könnten wir r in 
der Form: 

t' = ypXu)+dip^(u) 

darstellen, wo (Pi(u) verschwindet für 11 = w^—«!, «4—^2, Wi— 1/4; es wäre 
dann identisch: 

und da (p(u) und (Pt(fi) verschwinden für 11 = 11.^— «j^ p'(ti) dagegen nicht, 
so mllsste a—y = sein. Dann müssen aber auch die Coefficienten ß und 
d Null sein. Mithin ist bis auf einen constanten Factor t mit r identisch. 
Durch die Fundamentalgleichung wird also der Punkt (05, y, ss) auf die Fläche 
der sich selbst entsprechenden Punkte beschränkt. 

§11. 

Aehnlich, wie man den Punkt P', welcher einem gegebenen, Py 
entspricht, definiren kann als den neunten gemeinsamen Nullpunkt aller in 
P verschwindenden L-Functionen, so kann man die sich selbst entsprechen- 
den Punkte auch definiren als diejenigen, in denen eine eigentliche L-Func- 
tion von der zweiten Ordnung Null wird. 

Es sei (a?u,y(), «„) eine willkürliche Stelle des Raumes. Wir bezeich- 
nen sie als den Punkt (0). Es giebt dann zwei linear unabhängige Func- 
tionen zweiten Grades A, B, welche in den acht Punkten (0), (1), ... (7) 

37» 
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verschwinden. Jede quadratische Form derselben 

kA'+lAB+mB' 

stellt eine Function vierten Grades dar, welche in den acht gegebenen 
Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet. Solange die Punkte (0) 
bis (8) nicht besonderen Bedingungen unterworfen sind, ist jede Function 
vierten Grades, die der angegebenen Forderung genügt, linear durch diese 

drei: A^y AB und B^ darstellbar. Denn die Differenz zwischen der Anzahl 

5 6 7 
der Coefficienten einer Function vierten Grades ^^\r nnd der Anzahl der 

Bedingungsgleichungen beträgt 3. Jede solche Function lässt sich in zwei 
Factoren zerlegen, welche linear in A und B, also quadratisch in x, y, s 
sind; man hat deshalb den Satz: 

Jede FlSche vierten Grades mit acht Doppelpunkten zerföllt in zwei 
Flächen zweiten Grades, ausser wenn diese Doppelpunkte besonderen Be- 
dingungen unterworfen sind. 

Nehmen wir nun an, es existire eine Function vierten Grades, die 
in den acht Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet und die nicht 
in quadratische Factoren zerfällt, so muss zwischen den acht Punkten eine 
Beziehung bestehen. Jedenfalls muss sich die Function, da sie zu den 
Grössen L gehört, in der Form 

L = aU+F(A, B, C) 

darstellen lassen; wobei wir die drei quadratischen Functionen Ay B, C so 
wählen können, dass A, B auch im Punkte (0) verschwinden, C dagegen 
nicht. Es muss dann die Function L nebst ihren drei Ableitungen im Punkte 
(0) verschwinden. In diesem Punkt müssen deshalb die vier Gleichungen 
bestehen : 

du dA dB öc _ . 

dz ^ dz ^ 6z ^ dz ' 

aU+F = 0. 

F,, F2, F3 bedeuten die partiellen Ableitungen von F nach A, B, C. An 
die Stelle der letzten Gleichung können wir die folgende setzen: 

2aU+F,A + F,B+F,C = 0. 
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Dann hat mau ein System von vier homogenen linearen Gleichungen zwi- 
schen «, Fj, F2, F3. 

Ist « = 0, so folgt hieraus, dass im Punkt (0) auch F^, F2, F3 ver- 
schwinden müssen. Es werden also gleichzeitig mit A und B alle drei 
Ableitungen von F(A^ B, C) gleich 0. Daraus folgt, dass C gar nicht in 
dem Ausdruck vorkommt. Das ist der Fall, den wir vorhin betrachtet haben, 
wo L zerfällt. 

Ist aber a nicht 0, so muss die Determinante 

I eu du au ^„1 

I äx 

! ö^ 
dx 

dB_ 

dx 

ec 



ox 



Sy 
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dA 


dA 
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dz 


dB 
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dz 


ec 


dC 


dy 


dz 



B 



im Punkte (0) verschwinden. Macht man die Ausdrucke homogen, indem 
man wieder die vierte Variable w einführt, so ist dies die Functionaldeter- 
minante der vier Functionen £/, A^ B^ C von x^ y^ a, w; sie ist zu gleicher 
Zeit das Product C^ mit der Functionaldeterminante der drei Functionen l, 
u, V von Xy t/y Ä. 

Genügt der Punkt (0) dieser Gleichung sechsten Grades, so giebt 
es demnach eine eigentliche L-Function, welche an dieser Stelle von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Nun denken wir uns die Curve p, welche 
durch den Punkt (0) und die sieben Hauptpunkte hindurchgeht, und für 
diese wieder die Variable u eingeführt. Es sei w,, der Werth von u im 
Punkt (0). Eine eigentliche /»-Function, die im Punkt (ü) verschwindet und 
im Punkt (8) den Werth 1 hat, geht dann über in die elliptische Function 

L = r«(^(t/)-F(^.)). 

Soll aber die Function L im Punkt (0) von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden, so muss auch diese elliptische Function flir u = Uo unendlich 
klein von der zweiten Ordnung werden; daher muss 

sein. Hieraus geht hervor, dass die Functionaldeterminante von U^ A, B, C 
mit der Function T identisch ist. Zugleich aber erkennen wir auf diese Weise, 
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dass die Relation T = symmetrisch sein mnss in Bezug auf alle acht 
Werthsysteme : 

(ar, y, », tr), (aj, 61, Cj, d,)i • • • (0-, 67, C7, </;); 
sie stellt die Bedingung dar, unter welcher eine nicht zerfallende homogene 
Function vierten Grades von vier unabhängigen Veränderlichen existirt, 
die mit ihren ersten Ableitungen ftlr diese acht Werthsysteme verschwindet. 

§12. 

Wir wissen, dass bei willkürlichen Werthen der Variabein x, y, a, 
w das Quadrat des Quotienten 

T 

sich als ganze Function dritten Grades der Grösse r darstellen lassen muss, 
deren Coefficienten nur von A und // abhängen. Die genauere Form dieses 
Ausdrucks lässt sich in folgender Weise feststellen. 

T ist eine ganze Function sechsten Grades von x, y, ä, w, die in 
den sieben Hauptpunkten von der dritten Ordnung verschwindet. T^ ist 
vom zwölften Grade und verschwindet an den Stellen (1) bis (7) von der 
sechsten Ordnung. Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen zwölften 
Grades, die in allen Hauptpunkten von der sechsten Ordnung verschwin- 
den, ist: 

13.1 4.15 ,,/6.7.8\ __ na 
1:2.3 ""'V 1.2:3; ~" ^'^• 

Wir bilden nun folgenden Ausdruck, in dem jeder Term eine solche Func- 
tion darstellt: 

c und F„ sollen Constanten sein, F,, F2 etc. ganze Functionen von A, B, 
Cy deren Grad durch den Index bezeichnet wird. Ein solcher Ausdruck 
H enthält: 

1+3+10+1+6+15+28 = 64 

Coefficienten. Wir können deshalb, ohne sie sämmtlich gleich zu setzen, 
die Coefficienten so bestimmen, dass die Function H identisch verschwindet. 
Jedenfalls muss dann c von verschieden sein, weil weder zwischen t/, 
A, B, C eine identische Gleichung besteht, noch T rational durch diese 
vier Grössen ausdrUckbar ist. 
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Dividirt man diese identische Gleichung durch C^, so verwandelt sie 
sich in eine Relation zwischen l, /u, v, r: 

w^ /!j? A? fi ^t^- ganze, aber nicht homogene Functionen von i, u bedeuten, 
deren Grad den angefügten Index nicht übersteigt. 

Hier müssen nun, da t^ eine ganze Function dritten Grades von v 
sein soll, die Coefficienten des mittleren Terms r.{f^v+fz) verschwinden. 
f^) muss von verschieden sein, und wir können 

c=l, ^ = ~4 

annehmen. Ausserdem aber können wir voraussetzen, dass /2 fortfallt; dies 
ist deswegen erlaubt, weil wir zu U eine beliebige homogene quadratische 
Function von Ay B^ C hinzufügen dürfen. Die beiden identischen Glei- 
chungen nehmen dann die Form an: 

T- = iU'-GM-G,, 

t' = 41/" -g.p -^3, 

wo Gj, G3 homogene Functionen vierten und sechsten Grades von A, B, C; 
gii Qz die entsprechenden nicht homogenen Functionen von l, jli bedeuten. 

§13. 

Nimmt man die Variabein x, y, z (oder ar, y, «, ir) durch die Glei- 
chung T = verbunden an, so ist auch r = 0, und wir erhalten 

*(i, u, v) = 4:V^^g,y-g, = 0. 

Während im Allgemeinen zu einem Werthsystem (l, .1/, v) zwei Punkte 
(x^y^z) gehören, so definirt diese Gleichung 4^=0 die Gesammthcit aller 
(A, ,11, r), denen nur je ein Punkt (x^y^z) entspricht. Wir können hier A, 
fiy V wieder als die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
auflfassen. Dann stellt die Gleichung ^ = eine specielle Fläche sechsten 
Grades dar. 

Jede von den 63 speciellen L-Functionen lässt sich ausdrücken in 
der Form: 

wo fm{Kf^) eine nicht homogene quadratische Function von a, fi bedeutet 
Die Gleichungen 



0„. 

0, 
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stellen 63 besondere Flächen zweiten Grades dar, Paraboloide, die von den 
Parallelen zur v-Axe nur einmal und stets im Endlichen getroffen werden; 
wir wollen sie — analog den singulären Tangentialebenen der ffmuiwerschen 
Fläche — die singulären Paraboloide nennen. 

Jedem Werthsystem der Argumente , welches die Gleichung = 
erfüllt, entspricht ein Punkt der Fläche ^ = 0. Zu diesen Werthsysteraen 
gehören aber auch die Perioden mit ein- oder zweigliedrigem Index. Da- 
durch sind 28 besondere Punkte der Fläche: 

definirt. In jedem solchen Punkte P„, verschwinden, abgesehen von der 
Function 0, welche für die ganze Fläche Null ist, 27 Thetafunctionen, nämlich 
alle diejenigen 0„, welche bei Vermehrung der Argumente um die halbe 
Periode m in ungerade Functionen übergehen. Da nun allgemein 

ist, also 

Const.l/V-/'"'?® 

so folgt, dass in jedem Punkte P,„ 27 Functionen 

verschwinden; nämlich alle die, für welche 0„,„ eine ungerade Function ist. 
Durch jeden der 28 besonderen Punkte P gehen also 27 von den 63 singu- 
lären Paraboloiden. 

Dagegen liegen auf jedem der 63 Paraboloide 12 Punkte P und 
zwar 6 Paare, soviel als es Zerlegungen eines Periodenindex in Indices 
zweier ungeraden Theta giebt. Demi der Gleichung v—f^ = genügen 
alle Punkte F„., für welche nm — m Index einer ungeraden Function ist. 

§ 14. 
Bildet man die Differenz 

au cu ^^ 

und betrachtet w, u\ u" als willkürlich veränderliche Grössen, so verhält 
sich Q bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden genau ebenso 
wie die zum Index 1 gehörigen Producte f* = 0,„0mn ^^^^ ß» muss sich 
deshalb Q auch linear durch solche Producte ausdrücken lassen. Da Q 
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selbst eine gerade Function Ist, so können auch nur gerade Functionen P 
bei dieser Darstellung zur Verwendung kommen. Ein vollständiges System 
von linear unabhängigen geraden Functionen P = 0,«0„.i ist z. B. folgendes: 

0,0,,, 030,3, 04014, 02340^^7. 

Wir können also eine Gleichung aufstellen, in der auf der linken Seite die 
Function Q, rechts ein lineares Aggregat dieser vier Producte steht In 
dieser Gleichung setzen wir = und multipliciren sie mit 

0203. .07 = ^• 

Da 

n Q 6 

ist, so erhalten wir FI-^- dargestellt als ein lineares Aggregat der Grössen 

^^2,1, ^3,1? "^4,1? '^n\^mv 

Dies sind sämmtlich quadratische Functionen von x, y, 3, fr, die in allen 
Hauptpunkten, mit Ausnahme der Stelle (1), verschwinden. Es ist aber 
klar, dass das ganze Aggregat auch im Punkte (1) den Werth haben 

muss. Mithin lässt sich das Product Z/-^— linear durch A. B. C darstellen. 

du ^ ' 

Dasselbe gilt von Tl-r^r^ f^^^-rr* "i^l wir können diese drei Grössen direct 

^ du ' du 

gleich A^ B, C setzen: 

B(^ af^ ßf^ 

n X.-^ = A, 77^ .- B, n-Ji = c. 

du ' du ^ du 

Es folgt hieraus, dass die Differentiale der Argumente durch die Gleichung 

Adu-\-Bdu'^-Cdu' = 0, 
oder: 

),du+fidu+du" = 

verbunden sind. 

§15. 

Wir haben jetzt noch zu beweisen, dass die 28 Punkte P„, Doppelpunkte 
der Fläche ^ = sind. Betrachten wir einen solchen Punkt P^. In ihm 
werden die Argumente gleich einer halben Periode, und wir können setzen: 
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WO V, f> y f?" Variable bedeuten, die im Punkte F^, verschwinden. Sehen 
wir für den Augenblick t?^ x>\ v" als unabhängige Veränderliche an, so ist 
0(fi, w, u") bis auf einen Exponentialfactor E mit der ungeraden Function 
0,X'^^v'yf>") identisch; und wenn wir 

allgemeiner fUr jeden beliebigen Index a: 

0Xu,u',u") = E'0„(v,f>',v") 

setzen, so ist jetzt 0„ eine gerade oder ungerade Function von f>, v, i?", 
je nachdem 0„„, eine gerade oder ungerade Function der ursprünglichen 
Argumente «i, u', u" ist. 

Beschränken wir jetzt die Argumente durch die Bedingung 

0(u,u,u") = 0, 
oder, was dasselbe ist, 

0(t?,f?>") = 0, 
so ist: 

du '^ dt' Öm' "" ÖP' ' Öm" '" ÖO" ' 

daher: ^ 

U Hess sich in folgender Form darstellen : 

ü = ir£(fM), 

n 

WO die ff, constante Coefficienten bedeuten. 
Dafür bekommen wir jetzt: 

u = WEP2:fX0n7^ 



Folglich ist 



. _ -4 _ dt 



C 00' 

de" 

B__ di'' 

■" ~ c - a© ' 

dv'' 
Vor"/ 
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Die Ableitungen von sind gerade Functionen von t?, t?', t?". Wir nehmen 

an, was keine wesentliche Beschränkung ist, dass die Ableitung von nach 
f?", wenn t?, t)', t?" gleich gesetzt werden, nicht verschwindet, sondern den 

Werth 1 erhält. Dann lässt sich vermöge der .Gleichung 0(t), v\ v') = 
f?" als Potenzreihe der beiden unabhängigen Variabeln t? und t?' darstellen: 

und zwar enthält diese Entwicklung nur die ungeraden Dimensionen, da ja 

auch in 0(f?, ©', v") nur ungerade Dimensionen vorkommen. Es verschwindet 
also t?" gleichzeitig mit f> und v. Setzt man diesen Werth von t?" ein, so werden 

Ö© öö öö ^, 

dt' dv" ÖV" n'"" "" 

reguläre Potenzreihen von v und v\ die nur die geraden Dimensionen ent- 

halten. Der Nenner ^-77 wird 1 für t? = 0, t?' = 0; also werden i, /i, v selbst 

reguläre gerade Functionen von f> und f>\ Die constanten Anfangsglieder 
dieser Entwicklungen seien ^), .u,i, i^o, die darauf folgenden quadratischen: 

L(f.,0, ^(«'.O, ^(t'^O; 

dann wird durch die Potenzreihen: 

^ = ^0+ iV(t?, f?')H — 

die Fläche *(>l, /t, y) = in der Umgebung des Punktes P„, dargestellt. 
Wir hatten die Thetaquadrate in folgender Weise ausgedrückt: 

wo jedes /ä eine ganze rationale Function von X, /t, v ist. Danach ist auch: 
mithin : 




Wir fassen diese Formel ins Auge unter der Voraussetzung, dass 0^ eine 

der 27 von verschiedenen ungeraden Functionen ist. Das Anfangsglied 
in der Entwicklung des Ausdrucks auf der linken Seite nach Potenzen 

38* 
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von r und f>' ist V^, wenn l\ das lineare Anfangsglied in der Entwicklang 

von ß^ bezeichnet; der Nenner kommt nicht in Betracht, weil sein Anfangs- 
glied 1 ist. Es mass also auch die Entwicklung von f^(ly ju, y) mit K« an- 
fangen. Ordnen wir diesen rationalen Ausdruck zunächst nach Potenzen 
von i— A<,, ii—u^^^ ^— ,^th wobei das constante Glied wegfällt: 

und setzen dann für i— i,„ u— .*/(», v—Vn die entsprechenden Entwicklungen 
ein, so erhält man als Anfangsglied von /«(A, /i, r): 

und dies muss mit Fj identisch sein. 

Betrachten wir jetzt t?, t?', v" als unabhängige Variable. Es sei W 

das lineare Anfangsglied in der Entwicklung der ungeraden Function 0, 

W„ dasjenige von 0,,. V,, ist dann offenbar diejenige lineare Function von 
f? und €?', auf welche die Function dreier Variabein W^ durch die lineare 
Gleichung Fr=0 reducirt werden kann; somit ist W^ darstellbar als: 

wo da eine Constante bedeutet. Für beliebige Werthe von t?, v\ t?" haben 
wir jetzt: 

Mithin ist Wl selbst linear durch die sechs Grössen /., itf, N, Wv, Wv, 
Wv" ausdrückbar. Dies gilt von dem Quadrate des Anfangsglieds einer 

jeden ungeraden Function Ö„. 

Wir ziehen hieraus den Scliluss, dass zwischen den drei quadratischen 
Functionen L(v, t?'), M(c, r'), iV(i?, t?') keine lineare Gleichung besteht. Denn 
unter den Quadraten der ungeraden Theta sind sieben linear unabhängige; 
aus diesen lässt sich ein lineares Aggregat 



a 



bilden, — die von Herrn Frobenim mit ip bezeichnete Function — , deren 
Entwicklung nach Potenzen von r, t?', ©" nicht mit der zweiten, sondern 
mit der vierten Ordnung anfängt. Die Function ip ist durch diese Bedingung 
bis auf einen constanten Factor bestimmt. Das könnte offenbar nicht der 

Fall sein, wenn die Anfangsglieder der Functionen 61 sich durch weniger 
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als sechs Grössen linear ausdrücken Hessen. Zwischen L, M, N kann also 
keine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen. 

Nun denken wir uns die ganze Function sechsten Grades ^(l, fi, y) 
nach aufsteigenden homogenen Functionen A— A,„ f^—i^io^ y— ^o geordnet. 
Das Anfangsglied dieser Reihe sei V^(A— A,„/i— ^„ v— Vo). Da * identisch 
verschwindet, wenn man für i—Ä,,, ^^—."07 ^—^0 die Entwicklungen: 

l—lo = L+ etc., /^—/^ttt = M+ etc., y—v^ = N+ etc. 

einsetzt, so muss das Anfangsglied v von ^ verschwinden, wenn für i— io? 
u—Ui)^ v—Vi) die Anfangsglieder L, M, N gesetzt werden; es muss identisch: 

sein. Da aber eine lineare Gleichung zwischen L, M, N nicht besteht, so 
muss die homogene Function tp mindestens quadratisch sein. Daher ver- 
schwindet für i = A07 f^ = l^ih ^ == ^o ^^r Ausdruck ^ mit seinen drei ersten 
Ableitungen. 

Hiermit ist bewiesen, dass die 28 Punkte P„, Doppelpunkte der Fläche 
sechsten Grades 

4:v^-giV-g^ = 
sind. 



i 
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lieber bedingt periodische Functionen eines be- 
schränkt veränderlichen complexen Argumentes 
und Anwendungen derselben auf Mechanik. 

Hierzu Figureutafel I. 
(Von Herrn Otto Staude in Rostock.) 



Uie Umkehrung des „trigonometrischen Integrals": 

mit den Variabein l und s and den reellen Coustanten a, 6(>> a) nnd 
y(+0) wird, indem man 

(2.) w = r -=^t= 



-.) 



setzt, durch die Formeln: 

(4.) a = —^ + "s- costr, r(Ä~a)(6-Ä) = — ^-sinir 
ausgeführt, deren letztere sich auch in die Bestandtheile : 

(4.) ylz—a = »^6— a.sin 2 ? }^b—z = V^ft— a.cos „- 

auflösen lässt. Ist daher eine Function der reellen Variabein *: 

(5.) E(z, yr^a, iV-z) - G(t) 
innerhalb des begrenzten Intervalles: 

(6.) a < Ä < 6 

eine eindeutige, endliche und stetige Function ihrer drei Argumente ä, >^ä— a, 

ib—Zy so ist dieselbe als Function von t für alle reellen Werthe von / ein- 
deutig, endlich und stetig, überdies periodisch mit der Periode 4y. 
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Diese Eigenschaft bleibt der in Rede stehenden Function unter ge- 
wissen Bedingungen erhalten, wenn man die Gleichung (1.) durch die 
Gleichung 

ersetzt und mit g(z>) und /"(a) in dem Intervalle (6.) eindeutige, endliche und 
stetige Functionen von z bezeichnet. Man kann dabei unter Einführung 
einer neuen Variabein w die Gleichung (7.) in die beiden Gleichungen: 



(8.) er = A;^.^^, 
(9.) t = f'°h(tc)dic = xp(v>) 







auflösen, indem man, die Substitution (4.) durch eckige Klammern bezeich- 
nend, h{w) durch die Formel: 

(10.) [-^] = K») 

bestimmt. 

Die erwähnten Bedingungen bestehen darin, dass f(z) in dem Inter- 
valle (6.) beständig positiv und von verschieden ist, und die unter (10.) 

in eckige Klammern geschlossene Function von ä, unter }/f{z>) den positiven 
Werth der Quadratwurzel verstanden, daselbst nicht wird und einen be- 
ständig positiven oder beständig negativen reellen Werth behält Das 
Functionsverhältuiss (9.) zwischen t und w stimmt nämlich unter diesen 
Bedingungen mit dem in (3.) angegebenen darin tiberein, dass es wechsel- 
seitig eindeutig und wechselseitig vollständig ist, wenn mit dem letzteren 
Ausdrucke kurz bezeichnet werden darf, dass, wenn die eine der beiden 
Variabein / und w sich von — oo bis +oc bewegt, die andere ebenfalls 
alle reellen Werthe in der einen oder anderen Richtung durchläuft. Man 
kann diese Eigenschaften sehr einfach geometrisch ausdrticken, indem man 
die durch die Gleichung (9.) in Bezug auf ein rechtwinkliges Axensystem 
tr, t in der Ebene dargestellte Curve betrachtet. Die Curve wird, ebenso 
wie die gegen das Coordinatensystem schräg verlaufende gerade Linie (3.), 
von jeder horizontalen und verticalen Geraden je immer in einem und nur 
in einem Punkte geschnitten. 

Unter diesen, mit Rticksicht auf das Folgende (vgl. § 3) ausführlich 
erläuterten Bedingungen ist alsdann G(t) eine fttr alle reellen Werthe von 
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t eindeutige, endliche und stetige Function von / mit der Periode: 

(11.) 4«. = 4r__?.(?)i'»___.. 

Diese Function kann durch die FourieriKhe Keihe: 

(12.) £(», ifj^a, i'b-3)=G{t) = A„-\-2l„\A,cosn^l^+B,&mn~\ 
dargestellt werden, flir deren ("loefficienten man mit: 

(13.) [E(i, ]'s^a, \'b-i)] = H(w) 
die Ausdrucke hat: 

(U.) 



I ß, = 2^ /""'//(w)A(«)8inn-^^|^rfw. 



Unter Beibehaltung der bisherigen Voraussetzungen mögen jetzt in der 
Gleichung (7.) 

/ = r+M, a = T-^iif 

als complexc Variable betrachtet werden, und mag dementsprechend auch 
v> = u+iti eine complexe Variable sein. Es aollen ferner g(i) und /"(a) in 
einem die Punkte a und A einsehliessenden Bereiche 91 (vgl. Fig. 1) der 
Ebene des coraplexen Argumentes z eindeutige und endliche analytische 
Functionen von 2 sein, und soll daselbst weder f(s) noch g(s) verschwinden, 
während das Vorzeichen der Quadratwurzel }'f{i) durch die Bedingung be- 
stimmt bleibt, daas ihr Werth tlir reelles s in den vorhin durch die doppelt- 
gestrichene Wurzel bezeichneten Werth tibergeht. Auch die Function E 
soll innerhalb des Gebietes % eine eindeutige und endliche analytische Func- 
tion der drei Argumente a, \i—a, l'A— a sein. 

Alsdanu ist 6(0 nicht nur für reelle, sondern fUr alle complexen 
Werthe innerhalb des Horizontalstreifens @: — 5c <: r ■< + jc., —»„<;«<;-)_,,, 
der /-Ebene (vgl. Fig. 2), wo «„ eine» hinreichend kleinen von ver- 
schiedenen Werth hat, eine eindeutige, endliche und mit 4c» periodische 
analytische Function von /. Innerhalb dieses Horiiontalstreifens wird die 
Function G(() wiederum durch die Reihe (12.) dargestellt, welche in diesem 
Umfange unbedingt und gleichmässig convergent ist. 

Mit diesen Resultaten^ welche, bei unwesentlichen Abänderungen^ einer 
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Abhandlung ton Hrn. Weierstrass^) entnommen sind, ist ein für die Darstellung 
der Bewegungsvorgänge in der analytischen Mechanik wichtiger Gesichtspunkt 
gewonnen. Sollen nämlich die BestimmungsstQcke der Lage eines in Be- 
wegung begriffenen Punktes, starren Körpers oder eines allgemeineren Punkt- 
systems als Functionen der Zeit dargestellt werden, so ist es die Aufgabe der 
analytischen Mechanik, fUr jede dieser Functionen je eine einzige analytische 
Darstellungsform zu finden, welche für die ganze Dauer der Bewegung gültig 
ist. Ist es daher für die Mechanik einerseits nicht erforderlich, solche 
analytische Darstellungsformen zu besitzen, welche flir alle complexen Werthe 
der Zeit t gleichmässig gelten **), so dürfte es andererseits zur Feststellung 
des analytischen Charakters jener Darstellungsformen zweckmässig sein, die 
bezüglichen Untersuchungen über die reelle Axe hinaus auf einen diese Axe 
umschliessenden Horizontalstreifen der Ebene des complexen Argumentes t = r-\-is 
(vgl. Fig. 2) auszudehnen. 

Auf diese Weise sind in der erwähnten Abhandlung von Hrn. Weier- 
strass die vorhin charakterisirten Functionen G(f) entstanden, welche innerhalb 
eines hinreichend schmalen Horizontalstreifens der /-Ebene eindeutige, end- 
liche und reell periodische analytische Functionen sind und im Besonderen 
zur Darstellung der einfachsten Form stabiler Bewegungen, der unbedingt 
periodischen Bewegungen, dienen. 

Im Folgenden soll eine weitere Klasse solcher Functionen von t 
untersucht werden, welche in einem hinreichend schmalen Horizontalstreifen 
der /-Ebene eindeutige und endliche einfach bedingt periodische analytische 
Functionen von / sind und für die Darstellung einer entsprechenden Form 
stabiler Bewegungen, der einfach bedingt periodischen Bewegungen, gebraucht 
werden. 

Kapitel I. 

Theorie der bedingt periodischen Functionen. 

§1- 

Die Elementarform der bedingt periodischen Functionen. 

Um die letztgenannten Functionen einzuführen, kann man, nach Ana- 
logie mit dem Ausgangspunkte der vorstehenden Einleitung, von den folgen- 

*) Vgl. Weierstrass , lieber eine Gattung reell periodischer Functionen, Monats- 
berichte der Berliner Akademie vom Jahre 1866, S. 97. 

**) Vgl. Dziobek, Die mathematischen Theorien der Planetenbewegung, Leipzig 
1888, S. 297. 
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durch die Gleichung: 

bestimmt. 

§3. 

Die Bedingungen der Eindeutigkeit der Umkehrfunctionen im reellen Gebiet. 

Die erwähnten Bedingungen, welche ich bereits früher abgeleitet 
habe *), mögen hier nur ihrer Bedeutung nach wiederum kurz charakterisirt 
werden. Sie lauten folgendermassen : 

I. Die Functionen faß{^fi) sollen für alle den Ungleichungen (6.) 
genügenden Werthe von Zß beständig positiv und von verschieden sein, 
worauf man durch die zweimal gestrichene Wurzel in (10.) den positiven 

Werth von ifaßi^ß) bezeichne. Die Functionen gaß(jiß) sollen in demselben 
Umfange niemals ihr Vorzeichen wechseln, können jedoch verschwinden, 
soweit dadurch nicht die folgende Bedingung II verletzt wird. 
IL Die Determinante: 

soll für alle in den Intervallen (6.) gelegenen Werthe von z^ Zi beständig 
positiv oder beständig negativ und niemals sein. 

Da «1, Zi in den unter (6.) angegebenen Grenzen bleiben, welche 
reellen Werthe auch f/?i, w. annehmen, so übertragen sich diese Bedingungen 
auf die betreffenden Functionen von w^. Wi in folgender Form: 

I. Die Function h^ß{wß) ist für alle reellen Werthe von a?i, Wi eine 
eindeutige und endliche, überdies gerade und mit 2n periodische Function 
von %0s und kann für reelle Werthe its niemals ihr Vorzeichen wechseln. 

IL Die Determinante: 

(12.) A(fri, tr.) = An(fr,)Ä,,>(fr2)— A,,i(fr,)Äi2(tr2) 

ist für alle reellen Werthe von tri, w^ beständig positiv oder beständig ne- 
gativ und niemals gleich 0. 

Die Bedeutung dieser Bedingungen ist die, dass das Functions ver- 
hältniss zwischen irj, u)-i und /j, /a, wie es in (9.) definirt wird, und wie es 
umgekehrt durch: 

(13.) ?^i = yi(/i, Ol «^2 = ^2(^1, O 

*) Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 29, S. 168. 



(16.) 
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bezeichnet werde, mit dem durch (3.) bestimmten darin übereinkommt, dass 
es wechselseitig eindeutig und wechselseitig vollständig ist; wobei mit dem 
letzteren Aasdrucke kurz bezeichnet wird, dass, wenn eines der beiden 
Grössenpaare iti, W2 und /j, Iz alle reellen Werthepaare durchläuft, dies 
auch von dem anderen gilt Ueberdies bestehen wegen der Periodicität der 
Functionen A«^(tt?^), wenn: 

Kßiw^dw^ = y h,ß(wß)dWß = 2yjaß(70 
gesetzt wird, die Beziehungen: 

und umgekehrt: 

>i(<i+2wii, <2+2co2,) = yi(/i, 0+271, 

92(^1 +2cün, <2+2a)2,) = y.Ci, O, 
yi(/i + 2coi2, /2+2ü;22) = yi(/i, '2)^ 
92(^1 +2a)i2, /2+2CO22) = ^2(^0 0+2^. 
Geometrisch kann dieser Charakter des Functionsverhältnisses (9.) an der 
durch dasselbe bewirkten Abbildung zweier Ebenen mit den rechtwinkligen 
Coordinatenaxen w^ , W2 und /, , <2 auf einander übersehen werden. Man zer- 
lege zu dem Ende die friW?2-Ebene durch horizontale und verticale Gerade 
(vgl. Fig. 3) in Quadrate von der Seitenlänge 2^7, deren eines, das Fuuda- 
mentalquadrat, mit den Ecken 0, 0; 2/7, 0; 0, 27i; 2n, 2n sich vom Coordi- 
natenanfangspunkt aus an die Coordinatenaxen anlehnt. Man fixire ferner 
in der tJi'Ehene die Punkte 0, 0; 2coii, 2ü;2i; 2coi2, 2CO22; 2cüii4-2cüi2, 2ü;2i+2£022, 
welche den Ecken des Fundamental quadrats der tt?ifr2-Ebene entsprechen. 
Auf ein krummliniges Parallelogramm mit jenen Ecken wird das letzt- 
genannte Quadrat abgebildet. An dieses krummlinige Parallelogramm, als 
Fundamentalparallelogramm der /1/2-Ebene, schliessen sich congruente Par- 
allelogramme als Bilder der übrigen Quadrate der tri u?2- Ebene an, welche 
die ganze /1/2-Ebene (vgl. Fig. 4) einfach und lückenlos überdecken. Den 
unbegrenzten Horizontal- und Verticallinien der fritr2- Ebene entsprechen 
ebenfalls beiderseits unbegrenzte Curvenzüge C^ und C2 der /i<2-Ebene, welche 
überall eine Tangente haben und sich derart über die Ebene ausbreiten, 
dass durch jeden Punkt der Ebene immer eine und nur eine Curve jeder 
der beiden Arten Ci und C2 hindurchgeht. Der Charakter der Abbildung 
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ist also in dieser Beziehung derselbe, wie bei dem Functionsverhältniss (S.), 
wo die Curven der /jtj-Ebene gerade Linien und die Ecken des Fundamental- 
Parallelogramms 0, 0; 2yii, 2^21; 2yi2, 2^22; "^Yn + ^Yni 2^21+2^22 sind. 

§4. 

Die Darstellung der bedingt periodischen Functionen im reellen Gebiet. 

Sind die in § 3 erläuterten Bedingungen erfüllt, so ist G(/i,<2) eine 
für alle reellen Werthe von /i, <2 eindeutige, endliche und stetige Function 
von /i, /a niit den Periodenpaaren (26ia)ii, 2€iCü2i) und (2f 2 ö>i2, 262^022)? wo 
«1 und «2 beide 1 bedeuten, wenn die Function E in (5.) ihre vier letzten 

Argumente nicht oder nur in den Productverbindungen ]äi— öiV'Ai— äj, 

1^^2—02^62—22 enthält, wo dagegen b^ und ^2 beziehungsweise den Werth 2 

erhalten, wenn die Argumente V^äi— Oi, }^6i— äi und V'az— aa, fb^-^7 einzeln 
vertreten sind. 

Um alsdann zur Darstellung der Function durch die zweifach un- 
endliche trigonometrische Reihe zu gelangen, setzt man: 

(17.) Tj = — 7-(cü22'i— «^wOj "^2 = -r7r(-"'2i^ +0^110? ^ = ^n^n-(^2i^u^ 

worauf umgekehrt: 

(17.) t^ = — (fiWiiTi+f2«>12'^2), tl = — («10)21^1 + 62 Ö>22'^2) 

wird, und die Function G{t^^t^ tibergeht in die Function /'(tijTj), welche 
die Periodeneigenschaften : 

(18.) r(T, + 27T, r,) = /'(t,, T2), r(T„ T2+27r) = r(T„ r,) 

erhält. Es ist daher nach den Sätzen über die Fowrtersche Reihe mit zwei 
Veränderlichen : *) 



(19.) 



3g 

r(Ti, T2) = i^(j„+i2:n.(^»,"COSWiTi+5„,o8in«iTi) 



1 

00 



+i-2:nX^(^bCOSW2T2+Co«,sinii2T2) 



1 

ae » 



+-2:„,2:„X^«,»iCöS«iTi.cos»2T2+ßn,n,8in«iTi.cosif2r2 

+ C,^„,co8«iTi.sin«2T2+D^,n,sinifiTibinfi2r2), 



*) Vgl. Ascoli, Sulla rappresentabilitä di una funzione a due variabili per serie 
doppia trigonometrica, Atti della R. Accademia dei Lincei, ser. III, vol. 4 (1879); Sülle 
Serie trigonometriche a due variabili, ebd. vol. 8 (1880). 
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WO die Coefficienten in folgende Gestalt versetzt werden können: 

^ni*i = ^y J ^(^n T2)COS«iTiCOSlf2T2rfrirfT2 



(20.) 



U Ü 






»2 



X cos(^ii2 — ^2(tt?ij M?2)) äwi du>i 



u. s. w. mit: 

^l(tt?l, M?2) = Ö>22V^l(tt?l, tt?2) — «>l2V2(tt>n «^2), 

^aCtri, fTj) = — eü2iV^i(tt?i, fr2)+WnV2(tt?M «^2), 
/r(fri, fTa) = [J5(ai, «2, l'^«!-«!, 1^*1— «1, V«2-»2, V*2— Äi)]. 
Setzt man jetzt, wie in § 1: 

/i = 0, «2 = /, 

so wird die durch die Reihe (19.) dargestellte Function G(0, t) = g(i) eine 
bedingt periodische Function von /. Sie erhält die Periode: 

T = 2«imiü;2i+262W2«>22? 
wenn mit zwei positiven oder negativen ganzen Zahlen mi, 1112 die Bedingung 
erfüllt ist: 

= 26imiü;n+262»iaW,2. 

§5. 

Einführung einer beschränkten complexen Veränderlichkeit der verschiedenen Variabein. ' 

Während bisher die Variabein iti, W2\. /i, tz'^ Tj, Tj im reellen Gebiete 
unbeschränkt und äj, «2 ini reellen Gebiete in den Intervallen (6.) beschränkt 
veränderlich waren, soll jetzt mit /?= li 2: 

gesetzt werden. Was nun zuerst die complexen Veränderlichen iß angeht, 
so sollen dieselben innerhalb eines die Punkte Oß und 6^ umschliessenden, 
einfach zusammenhängenden Gebietes 81^ (vgl. Fig. 5) ihrer beiderseitigen 
Ebenen betrachtet werden. Die Functionen gaß(j^ß) und faß(^ß\ welche längs 
der reellen Axe der a^-Ebene von Oß bis bß die frühere Bedeutung behalten 
und den früheren Bedingungen genügen, sollen jetzt innerhalb des Gebietes 
81^ eindeutige analytische Functionen des complexen Argumentes Zß sein, 
die daselbst nicht 00 werden. Es sei ferner faß(fiß) innerhalb des Gebietes 
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%ß nirgends und bezeichne ifaß(fiß) den alsdann eindeutig bestimmten 
Werth der Quadratwurzel aus faß{zß)i der auf der rellen Axe zwischen aß 
und bß in den früher so bezeichneten reellen Werth übergeht. Weiter soll 
die Determinante D{z^^z-^ auch tVir die jetzt in Betracht kommenden Ge- 
biete Sil und 8I2 nirgends werden. 

Die zu bestimmende Function (0.) endlich soll innerhalb der ge- 
nannten Gebiete eine eindeutige analytische Function ihrer sechs Argumente 
sein, die daselbst immer endlich bleibt. 

Durch das Functionsverhältniss (4.) wird nun eine Abbildung der 
Ebene ir^ auf die Ebene 2>ß bewirkt (vgl. Fig. 6). Das Rechteck der 
tr^-Ebene mit den Ecken 0, 2^1, 2n-{-e^ßi^ tj'jt, wo ffß eine positive Constante 
bedeutet, und ebenso das Rechteck mit den Ecken 0, 2^1, ^n—Vßiy —t?^^« 
werden dabei je auf die Fläche der Ellipse @^ der a^-Ebene: 

/ aß+bß y 

- f___j Ue = 1 

raß—bß .„V ( aß—bß sintrSx' 

mit den Brennpunkten üß und hß abgebildet*). Ferner wird der ganze 
Horizontalstreifen (©^): — 30 << t/^ <; +00, — tjJJ <i'Oß<Z,'o\ der «?^-Ebene mit 
allen seinen oberhalb und unterhalb der reellen Axe gelegenen Rechtecken 
von der Horizontaldimension 2n auf das Innere derselben Ellipse abgebildet. 
Jedem Punkte des Streifens ©^ entspricht ein und nur ein Punkt innerhalb 
der Ellipse @^. 

Die Breite des Streifens ©^ in der ir^-Ebene und die Dimensionen 
der Ellipse @^ in der a^-Ebene sind durch den Werth v^ charakterisirt. 
Mit tjJJ = reducirt sich jener auf die reelle Axe und diese auf das reelle 
Axenstück zwischen aß und hß. 

§6. 

Die coraplexen Variabeln tß in den üorizontalstreifen der to^-Ebenen. 

Den weiteren Betrachtungen wird nun die Voraussetzung zu Grunde 
gelegt, dass die positiven reellen Grössen r'] so klein seien, dass die Ellip- 
sen der Ä^-Ebenen (vgl. Fig. 5) ganz innerhalb der betreffenden Gebiete %ß 
liegen. Solange dann Wß in dem Horizontalstreifen ©^ bleibt, bewegt sich 
Zß im Inneren der ihm entsprechenden Ellipse ®^. Es ist also der Aus- 

•) Vgl. W^rnirass, a. a. 0. S. 103. 
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druck (10.) als Function h^ß(w^ von Wß innerhalb des Streifens ©^ eine 
eindeutige und endliche analytische Function, da er als Function von Zß 
innerhalb des Gebietes ^Iß den Voraussetzungen gemäss diese Eigenschaft 
hat Ueberdies ist h^ß^Wß) im gleichen Umfange gerade und mit der Pe- 
riode 271 periodisch. In Folge dieser Eigenschaften *) kann Kß(Wß) inner- 
halb des Streifens @^ in die daselbst unbedingt und gleichmässig convergente 
trigonometrische Reihe: 

(21.) haß(iDß) = AS^+2Afcoswß+2Afco^2fDß+2Afco%3wß+'" 

entwickelt werden, wo die Coefficienten: 

Af = ^J Kß(wß)cosnWßdtDß, 

da das Integral auf der reellen Axe genommen werden kann, reelle 
Werthe haben. 

Durch Integration dieser Reihe zwischen den Grenzen und Wß 
nach tCß ergiebt sich: 

(22.) xp^ßiwß) = A5^Wß+2Af^inWß+2Af^^^+2Af^l^ 



2 ' ' 3 

gleichfalls gültig innerhalb des Streifens @^. Dabei hat man mit Hinblick 
auf (14.) für den ersten Coefficienten die Gleichung: 

(23.) (v^ß = Ar/n, 

woraus weiter folgt, dass auch fUr die hier in Frage kommenden complexen 
Werthe von Wß: 

(24.) rp^ß(wß+2n) = tpaß(^ß)+^^aß' 

Es sind hiernach die durch die Integralsummen (9.) definirten Functionen 
1^ r= iff^(ißi, tt?2) für alle complexen Werthe von iti, a?2 innerhalb der Streifen 
@i und ©2 der betreffenden Ebenen eindeutige und endliche analytische 
Functionen von m?i, m?2? für welche in gleichem Umfange die Eigenschaften 
(15.) bestehen. Um die Werthepaare zu überblicken, welche innerhalb der 
Streifen ©,, ©2 die Variabein /j, ^2 annehmen, betrachte man die reellen 
und imaginären Theile der Variabein getrennt. Setzt man zu dem Ende 
mit Hinblick auf (9.): 

(25.) rpaß(M^ß) = r^ß+iSaßj 



*) Vgl. Brio^ et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques, 2*^"*® ed., Paris 1875, 
S. 161. 
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80 hat man: 



(26.) 



^a — ^all^a2^ 



*a — *al I *a2? 



drg __ drgß 
duß duß ' 

duß dur ' 



drg __ drgß 
doß dvß 

dSg dSgß 



Iß doß dVß 

Durch Zerlegaug der Reihe (22.) in reellen und imaginären Theil folgt aber: 

fgß = Ar,%+2Afco^Vßmnuß+2A^^co^2eßi^^^^ 

+2^«^co83v^^+-, 

Saß = A5\+2Af^co^Uß+2Af ^^^f ^^ ^^^f "^ 



(27.) 



2 



^2^a^ «in3r^i cos3f/^ ^ 



und hieraus durch Differentiation: 



^ ^ ^ = ^,f +2^f^cosf>^«co8ii^+2^?''co82D^icos2w 



(28.) 



ß 



+ 2i4?''cos3i?^ico83ti^+---, 



^ ^ _|r^ ^ 2^?^^^ 8in«,+2^^^^^52?^8in2w^ 

OCß OUß ' % ^ % ' 



+2Af^^^mn3u,+-. 



Es ist daher im Besonderen, wenn man durch Einschliessen in rande Klammern 
die Substitution e, = 0, «2 = bezeichnet: 

(29.) (0 = Va(«U «.), (0 = 0, 



(30.) 



K dr^ dr, dr^ dr, \ _ f ds, ds, ds, ds, \ _ ., . 
du, du, du, öw, / "" V dv, dv, dv, dt, ) ~ ^^^^^J' 



Setzt man endlich: 



(31.) J{\i^u-it^f>^ = 



dr. 






ÖM. Öm. 









Bs. 



a». 



ör, 


dr, 


e«. 


ör, 


ör, 


ör. 


dt. 


ÖPj 


ds. 


ö*. 


df>, 


de. 


ds. 


ds. 



diK de. 



de. 



80 wird: 



(32.) (^(Witta«?!«.»)) = A^tlitfa). 
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In Folge der Stetigkeit der Functionen r und Sß wird nun nach 
(29.), bei hinreichend kleinem Werthe von v'^^ auch 83 innerhalb der Streifen 
@.j der ir^^Ebenen seinem absoluten Betrage nach eine kleine Zahl «\ nicht 
überschreiten, während r«, welche Werthe auch die Variabein t?i, »2 inner- 
halb der ihnen vorgeschriebenen Grenzen haben mögen, ebenso wie nach 
§ 3 V^aC^n^a), alle reellen Werthe von —00 bis +00 durchläuft. 

Somit liegen die Werthe, welche die Variable t^ innerhalb der Streifen 
@i, ©2 der Ebenen fi?i, Wz annimmt, innerhalb eines gewissen Horizontal- 
streifens: — c)o<;r^<:+oo, --«^<f^<+4 d®r Ebene tj (vgl. Fig. 7). 

§7. 

Die comploxen Variabein Vß in den üorizontalstreifen der /^j-Ebenen. 

Dass umgekehrt, wenn dieser letztere Streifen hinreichend ver- 
schmälert, also etwa in einen Streifen %ß: — oc<c;r^<; + ^, —**?<*^<+«^ 
(vgl. Fig. 7) tibergeführt wird, jeder Werthcombination /j, /a innerhalb der 
Streifen 2^i, 2^2 stets ein Werth Wß innerhalb des Streifens @^ entspricht und 
nur ein solcher, folgt aus der Verbindung zweier Momente: erstens der Stetig- 
keit der Functionen r„ und «« und ihrer Differentialquotienten und zweitens 
der in § 3 erörterten wechselseitigen Eindeutigkeit und Vollständigkeit des 
Functionsverhältnisses zwischen ir,, W2 und <,, t^ im reellen Gebiete. 

Die Differentialgleichungen zwischen fi, rj, «1, «2 und Wi, tf^, Vi^ «2: 



(33.) 



«''■2 = ü~-dui-{--J^du2+-^J dvi+-/j-dvi, 



du. 



du. 



ds ds c)s S^ 

dsi = -s:rdui+-:^dth+-^J-dvt+ ^^dvi, 



öl), 



dv. 



dSi = 



du, 
ds. 



du. 



de. 



de. 



e^i; ''«•+l«7'''^^+l^'''''+lt''''' 



reduciren sich nämlich für «i = 0, «2 = nach (30.) auf: 

^oA^ l^^i ^ ku(u^)du,+hi2(u2)du,^ 
[dr2 = h2i(jii)dui + k22(jh)du2, 

jdsi = hn(Ui)df)i+hi2(ii2)dv2^ 

[dS2 = Ä2i(Wi)rftJi + A22(tfi)rft?2 

und werden, bei der Stetigkeit der Differentialquotienten von r« und ««, für 
hinreichend kleine Werthe von «i, t?2, von dieser Form beliebig wenig ab- 
weichen. Die Gleichungen (34.) und (35.) sind aber je dieselben, wie die 

40* 



(35.) 
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im reellen Gebiete zwischen Z^, ^ und «?i, itj nach (9.) bestehenden Glei- 
chungen, sodass für kleine Werthe von ©i, ©2 ebenso wie dort folgt, dass 
die Variabein Wi, «2, bezüglich t?i, «2 eindeutig von ri, r2 und «j, «2 ab- 
hängen. Da nun ferner nach (29.) die Werthepaare «1 = 0, «j = und ©1 = 0, 
€2 = zusammengehören, so geht aus (35.) hervor, dass für hinreichend 
kleine Werthe von «1, «2 anch ©i, «2 beliebig klein werden und auch zu 
jedem Werthsystem «1, 82 ein entsprechendes Werthsystem «1, €2 gehört 
Man kann daher jedenfalls zwei von verschiedene Grössen «1, dl derart be- 
stimmen, dass die Variabein «1, W2, «1, «2 von den Variabein rj, r2, *i, «2 
in dem betreffenden Umfange eindeutig abhängen und zugleich Vß innerhalb 
der Grenzen — t?'^ und +f?*j bleibt. 

Aus diesem Verhalten der reellen und imaginären Theile der com- 
plexen Variabein itj, «?2 und /j, /2> deren wechselseitiges analytisches Func- 
tionsverhältniss durch die Gleichungen (9.) definirt ist, geht aber hervor, dass 
a?i, «?2 innerhalb gewisser Horizontalstreifen 2^i, X2 der Ebenen t^ tx von hin- 
reichend kleiner, aber nicht verschwindender Breite eindeutige und endliche 
analytische Functionen von /i, ^2 sind, deren Werthe den Horizontalstreifen 
@i, ©2 der Ebenen itj, W2 angehören. Damit folgt für die unter (5.) ein- 
geführte Function: 

Die Function £(äi, «2, I'^äi—öi, 1^6i— äj, iz-i—ct^i^ ib^-^2) ist innerhalb 
zweier Horizontalstreifen %i, X2 der Ebenen der complexen Variabein ty, <{ 
(vgl. Fig. 7) eine eindeutige und endliche analytische Function 6(/]^ ti) der 
Argumente t^, ^2 »^«7 den beiden Periodenpaaren (2eiü>,i, ^e^con) und (2620)12, 2e2Ö>22)- 
Z>te beiden Horizontalstreifen Xi^ 5^2 «<^^ durch die Ungleichungen: 

bestimmt^ wo a = 1, 2 tincf «y, «2 »«^^« hinreichend kleine ^ aber von cer- 
schiedene positive Grössen bedeuten. 

§8- 

Darstellung der Function ö(<i,^) im complexen Gebiete. 

Die Trennung der reellen und imaginären Theile der Substitutionen 
(17.) giebt die Gleichungen: 

ri = — («itwii 91+^2^12 eO, «1 = —(ßi(^iiOi + €20)1207)^ 

r2 = — (^1^21 Pl + ^2^22^2), «2 = V (^l"^21^1 + ^2«^22Ö2). 

71 7» 
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Deutet man diese durch die Abbildung einer Ebene ri, r-i auf eine Ebene 
pi, p2, respective einer Ebene *,, 82 auf eine Ebene Oi, (Jj, während ri, ra un- 
beschränkt reell veränderlich, «,, «, aber an die Ungleichungen — «a<*a<*ä 
gebunden sind, so wird die ganze rirj- Ebene auf die ganze eip2-Ebene um- 
kehrbar eindeutig abgebildet erscheinen, das Rechteck der *i «2- Ebene aber 
mit den vier Ecken +*i', ±82 (vgl. Fig. 8) auf ein Parallelogramm der 
ai 02- Ebene (vgl. Fig. 9) mit dem Coordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt. 
Das letztere hat, da w von verschieden ist, einen niemals verschwinden- 
den Flächeninhalt; man kann ihm daher stets ein Rechteck, etwa mit den 
vier Ecken ±ai, ±0^ einbeschreiben, dessen Seiten den Coordinatenaxen 
parallel sind. Allen Werthepaaren a,, 02, welche danach den Bedingungen 
— <?a<<ya<+^'a ^it «=1, 2 genügcn, entsprechen dann Werthepaare *i, *«, für 
welche — «IJ < *« < +^a ist- Beschränkt man daher die complexen Variabein 
Ti, Tj auf die Horizontalstreifen Tß.- — oo<cp^<+«5, —dß<:,Oß<^,+&ß 
ihrer bezüglichen Ebenen (vgl. Fig. 10), so werden allen Werthepaaren Ti, T2 
innerhalb der Streifen Ti, T2 Werthepaare /i, ti innerhalb der Streifen 2^i, %2 
(vgl. Fig. 7) entsprechen. 

Die Function JB(ä,, ^2, l'^^i— Ö1, l^^i— «i, I^a2— Ö2? l'^Äa— «2) **' daher inner^ 
halb der beiden Horizontalstreifen T^ , T2 der Ebenen der complexen Variabein 
Ti, T2 eine eindeutige und endliche analytische Function 7'(ti,T2) der Argu- 
mente T,, T2 und in Bezeug auf jede derselben periodisch mit der Periode 2n. 

Nach dem auf zwei complexe Variable ausgedehnten Latiren/schen 
Theorem *) ist daher die Function durch die zweifach unendliche trigono- 
metrische Reihe (19.) darstellbar, welche jetzt als Potenzreihe mit den Ele- 
menten e'^'y e^-"* in dem Umfange der beiden Horizontalstreifen Tj und T2 
unbedingt und gleichmässig convergirt. Die Integrale für die Coefficienten : 

^«i«2 = ~^ij j /X^i,T2)COS«iTiCOSll2T2rfTirfr2 



I) 



u. s. w. können auf reellen Wegen der Ebenen Tj, Tj berechnet und, gleich 
den unter (20.) angegebenen Coefficienten, mit denen sie identisch sind, 
durch Einführung der Variabein iti, u>2 als Integrationsvariable in die dortige 
zweite Form transformirt werden. 

Geht man jetzt wieder auf die Variabein /i, ^2 zurück, so erkennt 

*) Welches durch analoge Betrachtungen, wie die bei Briol ei Bonquet, a. a. 0. 
S. 163 ff. , angestellten , bewiesen werden kann. Vgl. auch W eiersirass , Abhandlungen 
aus der Functionenlehre, Berlin 1886, S. 160. 
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man durch Umkehrung des in Fig. 8 und Fig. 9 erläuterten Verfahrens, 
dass man auch in den Ebenen /i, ti wiederum gewisse Horizontalstreifen con- 
struiren kann von derselben Art wie die Streifen 2^,, X2, nur im Allge- 
meinen schmäler, dergestalt, dass allen Werthen /,, ^2 innerhalb derselben 
Werthe Tj, T2 innerhalb der Streifen T^, Tj entsprechen. 

Damit aber ist die unbedingte und gleichmässige Conf)ergenz der Reihe 
(19.) für alle complexen Werthe /,, t^ innerhalb zweier hinreichend schmaler 
Horizontalstreifen der Ebenen der complexen Argumente <i, ti bewiesen, welche 
die reellen Axen beider Ebenen vollständig umschliessen. 

Setzt man schliesslich /j = 0, <2 = t, so stellt die Reihe (19.) die be- 
dingt periodische Function g(f) (vgl. § 4) dar und ist innerhalb eines Hort- 
zontalstreifens der Ebene des complexen Argumentes t von hinreichend kleiner, 
aber nicht verschwindender Breite, der die ganze reelle Axe einschliesst, (vgl. 
Fig. 2) unbedingt und gleichmässig convergent. 

In speciellen Fällen kann die zweifach unendliche trigonometrische 
Reihe (19.) auch in eine einfach unendliche, gewöhnliche oder aus ge- 
wöhnlichen trigonometrischen Reihen zusammengesetzte Reihe übergehen 

(vgl. § 11). 

Kapitel H. 

Anwendungen der bedingt periodischen Functionen in der Mechanik. 

§9. 

Die Centralbewegungen mit Kräftefiinction. 

Bedeuten x^ y gewöhnliche und r, & Polarcoordinaten der Ebene, 
sodass a: = r cos d, y = rsind, so lauten bekanntlich*) die Integralgleichun- 
gen der Bewegung eines Punktes von der Masse 1 unter Einfluss einer 
von r eindeutig abhängenden Kräftefunction Vir) in ihrer gebräuchlichen 
Form: 

^1-) ^=/^' '-r-^V ^X0 = 2(£/(r)+A)^^-.*^ 

Dabei ist r = r^,^ & = als Anfangsort des bewegten Punktes zur Zeit / = 
gedacht und bedeuten A und k Integrationsconstanten. Mit sin»? = ]v kann 
man diesen Gleichungen die folgende Gestalt geben: 



*) Vgl. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Aufl., Leipzig 1880, Bd. I, 
S. 376. 
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(2.) X = r]fh^, y = rV^r, 

dv . /''• kdr 



(3.) 






f^t^ = /. 



■ V 

Nimmt man nun an, dass r,, und r^ zwei der Grösse nach aufeinanderfolgende 
Nullpunkte der Function F(r), beide von positivem reellen Werthe seien, 
und dass mit: 

(4.) V(r) = (r-r„)(r,-r)t?(r), 0<ro<n, 

t?(r) innerhalb der Grenzen r,, und fj nicht und ^ wird und immer positiv 
bleibt, so erfüllen die Gleichungen (3.) zwischen v, r und / im Allgemeinen 
die Bedingungen der §§ 3 und 5 und sind somit die Coordinaten x^ y in 
der in den §§ 4 und 8 erörterten Weise darstellbar. Für die Grössen w^^ 
in § 3, 14 hat man: 

r^ dv n r' fidr 

^ n^ rdr 

0)21 = 0, 0)22 =y 



(5.) 



^V(r) 

und für «i und «2 respective 2 und 1 (vgl. § 4). Unter der Bedingung: 

(6.) m^n—m2fJ0i2 = 
geht daher die Bewegung in eine periodische mit der Periode 

T = 2m2C0.22 

über. 

Da die Stabilität der Bewegung im Allgemeinen von den Werthen 
der Integrationsconstanten A und k abhängt, so ist die über V(r) gemachte 
Voraussetzung nicht nothwendig erfüllt. Indessen überzeugt man sich leicht*), 
dass die bedingt periodische Bewegung als Normalform der stabilen Central- 
bewegung mit einer Kräftefunction zu betrachten ist. Wenn überdies die 
Gleichung V(f) mehrere Paare positiver aufeinanderfolgender Nullpunkte 
To, Ti hat, für welche jedesmal die Bedingungen für v(r) erttült sind, so 



*) Vgl. die Note: „Das System der Wendeflächen bei gewissen Bewegungen eines 
Punktes in einer Ebene oder auf einer Rotationsfläche", Sitzungsberichte der Natur- 
forscher-Gesellschaft bei der Universität Dorpat, Bd. 8, S. 399. 
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kann die betrachtete Bewegung mehrere bedingt periodische Zweige haben *). 
Ausserdem aber köiuien asymptotische und instabile Zweige auftreten **). 

Für die Newtomohe Kräftefunction Z7= ^ und für die Kräftefiinction 

r 

U=—\!iir^ tritt bei stabiler Bewegungsform der besondere Fall ein, dass 
beziehungsweise : 

wird, und daher die Bedingung (6.) stets erfüllt ist. Es sind daher x und 
y unbedingt periodische Functionen der Zeit, beide mit derselben Periode, 
sodass die Bahncurven geschlossene Curven werden. Wie Bertrand gezeigt 
hat ***), sind unter den hier betrachteten Centralbewegungen die beiden mit 

den Kräftefunctionen t/=-^-, £/=:— ^i/r^ die einzigen mit unbedingt ge- 
schlossenen Bahnen. 

§ 10. 

Bewegungen auf einer Rotationsfläche unter Einfluss einer Kräftefunction. 

Ein materieller Punkt m von der Masse 1 bewege sich auf der Ro- 
tationsfläche : 

(1.) I^P+p = f(z) 



unter Einfluss der von s und r = ]-x^+y^ eindeutig abhängenden Kräfte- 
function U(r^ z). Die Punkte der Rotationsfläche können mit einem Para- 
meter V in der Form: 



(2.) X = f(i) 1^1^, y =- f(z) ic, 2 = Ä 
ausgedrückt werden, und die Integralgleichungen der Bewegung des be- 
trachteten Punktes m lauten: 



(3.) 






•: im' ~ ' 



*) Vgl. die Note: Ueber verzweigte Bewegungen, ebd., S. 336. 

**) Vgl. Legoux, Sur les trajectoires decrites sous riiiftuence d'une force centrale, Xou- 
velles annales de inathematiques, 2''*'°* serie, t. 19. 1880. Kortetceg, Sur les trajectoires 
decrites sous rinlluence irune force centrale, Archivos neerlandaisas des scieaces exactes 
et naturelles, t. 19, 1884; 8ur lastabilite des trajectoires planes periodiques, ebd. t. 21, 1887. 

***) Vgl. Bertrand, Comptes rendus de rAcadeniie des sciences, t. 77, S. 849. Dar-' 
boux, Note XIV zu Despeyrous, Cours de mecanique, t. II, Paris 1886. 
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WO Ä = Äü7 v = der Anfangsort des bewegten Punktes zur Zeit / = 0, h 
und k aber Integrationsconstanten sind. Ich habe bei einer anderen Ge- 
legenheit*) ausführlich dargethan, dass auch die Normal form der stabilen 
Bewegung eines Punktes auf einer Rotationsfläche unter Einfluss einer Kräfte- 
funclion f)on der Form U(r, z) die bedingt periodische Bewegung ist. Für 
diese Normalform werden also die Coordinaten x, y, z als Functionen der 
Zeit durch die trigonometrischen Reihen der §§ 4 und 8 dargestellt. 

§11- 

Reduction der zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen auf einfach unendliche in den § 9 und § 10 

aufgeführten Beispielen. 

Die Integralgleichungen § 9 (3.) und § 10 (3.) zeigen im Vergleiche zu 
den allgemeinen Integralgleichungen in § 2 (7.) die Besonderheit, dass in der 
zweiten Gleichung das eine Integral fehlt. Dieser Umstand hat zur Folge, 
dass die zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen der allgemeinen 
Theorie sich in den genannten besonderen Fällen auf einfach unendliche 
Reihen reduciren, ohne dass aber der Charakter der bedingten Periodicität 
dabei verloren geht. Dies soll an dem Beispiel des § 10 erläutert werden. 
Es wird zu dem Ende: 

R{z) = 2\U{f{z), z)+h\f\z)-^k' = (Ä-ao)(«i-Ä)r(a) 
angenommen, wo r(zi) zwischen äo und ssi(> Zii) nicht mehr verschwinden 
soll. Um alsdann die allgemeine Theorie der §§ 2 und 4 anzuwenden, hat 
man zu setzen (§ 2 (7.); § 1 (5.)): 

55i = tJ, a, = 0, 6, = 1, /;i=/2i=l, ^,i = ~|-, gi2 = fu) ^ 



J52 = J5, «2 = ^0, ^2 = ^1, A2 = /22 = r(«), 5'21 = 0, fl'iS = A(a)l^l + A'^ («), 

£(«1, Ä2, l^V^, 1^6i-5i) = E(f), z, ie, i\^) 
der Reihe nach 

'^ f(z)il=r^, f(iz)Ü, z. 
Für die Constanten lo^^ ergiebt sich hiernächst (§ 3 (14.))- 



n __ f'^k]^l-}-r(z),dz 



r 






*) Vgl. Acta mathematica, Bd. 11, S. 303. 
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Mittelst der Substitutionen (§ 1 (4.)): 

f? = 1(1— COSfTi) = Sin^-^, Z = — ^-^+ -—-^(iO^Wi^ 

deren letztere durch eckige Klammer angedeutet werde, erhält man (§ 2 (10.)): 

^ f(Ä)yr(Ä) J 

*..(«,.) = 0, M«'.) = [^^^^^^^] 

|/r(s) J 

und (§3(12.)): 

Die Integralsummen % und 1/^2 nehmen die Gestalt an (§ 2 (9.)): 
i//i(«?i, »2) = ~y '\dw^+J %n(fD^)dw2 = -^+V^i20^2), 

ü 'u 

hn{p^dW2 = V^22(tt'2), 

'0 

wo 1//12 und 1/^22 Functionen von iTa allein sind. Hiernach erhalten die Ar- 
gumente der sinus und cosinus in den Coeffieientenintegralen (§ 4 (20.)) die 
Form : 

^ ,^ 2 ^2ayia0^2)-^nV^22("^») 

V.i(Wi , W2) = 7— V^22(M'2). 



W ^ ' ' W23 



Mit den Abkürzungen: 

wird daher: 

— ^1(0^1,1^2)-— ^, ;^ ^Aw'm «^0 - — ,;^ — 

Im vorliegenden Falle ist nun für die drei zu bestimmenden Functionen 
E beziehungsweise: 

61 = ^, ^2 = 1 5 ^1 = ^1 ^2 = 1 5 *i ^=^ 1? ^2 = 1 5 
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und ferner mit der Abkürzung: 

beziehungsweise (§ 4, zu (20.)): 

(I.) H(wi^ «?2) = y(ir2).co8^; (IL) H(wi^ to^) = (p(jV2).^in^', 

(IIL) H(w,, IT,) = ^^y^+ -'-^ cosa?2 = «(tr,). 

Hiermit ergiebt sich in den drei Fällen fllr den Coefficienten A^^^^ bezüglich 
(§ 4 (20.)) die Formel : 

(I.) A,^^ - '""2^7^ / y(«^2)iA22(M?2)cos^cos[«i(^^-yi(fr2))] 

X cos [»2 (fz (^2)] dtVi d^2 7 

(II.) ^„,^, = ""■2^./ !/ %(«'2)iA22(ir2)sin ^cos[«i(^-yi(ir2))] 

X cos [«2 ^2 ( w;2)] dw^ dw2 , 

(IIL) ^„^^^ = -— J J a(m2)^A22(w;2)cos[iii(w;i-2(/)i(w;2))] 

X cos [«2 y 2 (^2)] dw^ dt02 , 
und ergeben sich analoge Formeln fUr B^^^, C„^^., /)„^^. In allen Fällen 
lassen sich aber die Integrationen nach tv^ unmittelbar ausführen. Man 
findet nämlich: 

J |cos^cos[iii(^|' — (pi('i^2))\dwi =y cosz^?!. cos [i»i(i^;i— 91(1^2))] rfw^i 
ü 

= cos [ui (pi(tV2)] I cosi^i . cos i»i Wy^ . dwx + sin [«1 y 1 (W2)]/ cos m;i. sin i»i z^?i. rf?^?! 

u '0 

= 7icos<pi(t^2) für »1 = 1; =0 für «i + l. 
/ ^&m ^cos[wi(-2* — Vi0^2))\dwi =y sinw;i.cos[i»i(i^i— yi(z(;2))]rfw;i 

= co%[niq)i(w2j]/ sini^;i.coswii^i.rfz(7i+sin[wi9)i(t^2)]/ QinWi.minitOi.dWi 

"(1 

= 7isinyi(t(72) für «i = l; =0 für ni4=l. 
/ icos[«i(^ — 2y)i(?^2))]rf2^i = ^ flir Wi = 0; =0 für i»i=#0. 



(I 



Nach Ausführung der Integrationen nach tv^ auch in den Formeln für ß„ „^, 
(^n,iu9 Dnn, blcibcu dahcr in den drei Fällen die folgenden Werthe der Coef- 
ficienten zurück: 

41* 
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An, '-= --^/ V> 0^2)^22 0^2) cos (/)i(2(;2) cos «2^2 («^2)^2^2, 



(I.) 







^^^"^ '97: I ^P (^2) *22 (1^2) sin y 1 (202) cos »2 <P2 (w;2) dw2 , 



I) 



Cm, = -^r- / (p (W2) A22 (102) COS (pi (102) sin »2 ^2 (^^2) ^«^2 , 



(I 



(IL) 



^1«« ^ "2i7y y(w;2)A22(w;2)8iny,(M;2)8in«2y2(M?2)rfw^2, 

An, = —977/ V 0^2)^22 0^2) sin (pi (1^2) COS /i2y2 0^2) rf2^2, 

(i 

^u. = ~-ö— / (p(w2)lh2(w2)co%(pi(w2)cosn-iq)2(w2)dw2. 



Gl«, = —97-/ y (1^2) ^22(^^2) sin y 1(^2) sin «.,y)2 (1^2) rfM;2, 



U 



(III.) 



An, = ~"2i^J (p(^2)fhi(t02)co^(pi(w2) sinn2(p2(w2)diV2, 


« /'2,T 

^0^3 = y i(tV2)h22(w2)co^n.2(p2(tV2)dw2^ 







^ /'2,-i 

C,w, = / z(w2)h22(w2)^inn2(p2(:u)2)dw2. 





Alle in diesen Formeln nicht aufgeführten Coefficienten haben den Werth 
0; aber auch die angegebenen Coefficienten lassen sich noch reduciren. 
Man schliesst nämlich aus: 

hai (2n — W2) = Aa2 (^2) und xpai (2^) = 2cü«2 
zuerst dass 

V/12 (271 — 1^2) = 2coi2 — V/12 (2^2), V'22 (2n — W2) = 2co22 - V'22 (i^'2) 
und hierauf aus den Definitionsgleichungen von (pi und (ps*. 

y 1 (271 - 2(;2) = — y 1 (1^72), (p2 (271 — ^^2) = 271—^2 («^2) ; 
daneben ist: 

(/)(27i~?(;2) = <p(w2), kn(2n—io^ = A22(2^2). 

Da nun, wenn allgemein F(w^ die Function unter den Integralen (I.), (II.), 
(III.) bezeichnet: 

f'F(w2)dtV2 = f \F(W2)+F(2n^t02)\dtv2, 
so stellen sich die nicht verschwindenden Coefficienten A^^^^ u. s. w. also dar: 
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(I-) 



A%m. 



■■In.» 



2 Z*^ 
-^ / (p (W2) A22 (W2) cos (fi (W2) cos «2 (p2 (^^2) rfw;2 , 

^" 



A., = 



o; 
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/ V (^2) A22 (^^2) sin (p^ (W2) sin t^ (po {w^ dw2 , 







(IL) 



2 r^ 

ß,^ = — / 9)(w;2)A22(w;2)cosyi(w;2)cos»2y20^2)rfw;2, 
Cin. = 7— / 9)(w;2)Ä22(w;2)8inyi(w;2)8infi2y2Wrf^2, 



(IIL) J(,- = — / z(w2)k22(w2)co&n-2(p2(w2)dw2. 

" 

Die trigonometrische Reihe (19.) nimmt nun zuerst mit /i = und ^2 = / und: 



*^l — TT. — 



*jW 



*1^22 



T2 = 






9I( 



(O 



22 



die Form an: 

1 ^i*"22 1**'22 

+il^(^.,»,co8 ^-- +C„»,8in-^--) +i\AX^".».co8 -^^ cos -^ 

1 22 22 ^ ^ 1 22 22 

Mit Rücksicht auf die gefandenen Werthe der Coefficienten und die Werthe 
von f, wird somit: 

X = co8--i^aj,„+^„,^,^^cos«2-— +8in^:^-2:n..i5.».,8infi2---, 



j^ = sin 



22 



^22 1 



(0 



22 



ißio+-2:n,ßi»,cosii2 - - + cos -^ •^n.Ci«, Sin «2 -— , 

l 22 22 1 22 



« = iA)+i-2^„,-i)«,cos«2-— * 

1 «'22 

/» etwas veränderter Bezeichnungsweise hat man also für die Coordinaten des 
bewegten Punktes die Formeln: 

X = cos— ^M.,+22:„^„cos» — — sm— ^^^„ß^sinii- — , 

^22 ^ 1 ^32 ' ^22 1 ^23 

y = sm-^'-Mo+22:n-4^co8ii — J+cos— ^'— 22:nß«8in» — , 



22 

00 



:5 = Co + 2^^C„cosii 



nt 



0) 



22 



M?o die Coefßcienten die Werthe haben: 
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1 /''* 

1 /'" 
B^ = — / 9) (ir2)Ä22 0^2) 01^^1(1^2) siu »2 <P2 («02) rfM?2? 



u 



1 /*" 

C„ = / J5(ir2)Ä22(fr2)C08ll2(p2(w?2)rf«^2' 

*' 



Die Coordinate z ist unbedingt periodisch mit der Periode 2cü22, während 
X und y erst unter der Bedingung m2a)i2 =^m^n die Periode 2m2CÜ22 erhalten. 
Die Entwicklung von ä ergiebt sich direct auch aus der Abhandlung von 
Herrn Weierstrass: Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen*). 

Die hier für die Bewegungen des § 10 entwickelte Reduction der 
zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen auf einfach unendliche be- 
dingt periodische Reihen tritt ebenso auch für die Centralbewegungen des 
§ 9 ein. Dagegen findet sie für die in § 12 folgenden Beispiele im All- 
gemeinen nicht mehr statt. 

§12. 

Die Jaco6i-Xioui;i//tfschen Bewegungen auf einer Fläche. 

Von Liouville ist folgender Satz bewiesen worden**): 
In krummlinigen Coordinaten u^ t? auf einer Fläche habe das Qua- 
drat des Linienelementes die Form: 

(1.) ds' - E(u, v)\m(u)du'+n(f))dv'\, 

und es bewege sich auf der Hache ein Punkt unter Einfluss der Kräfte- 
function S(u, xi). Wenn alsdann SE und E die Formen haben: 

(2.) £ = i(yo(«)-iV'nW, ES ^ \(p,(u)^\xiJ,{v), 

80 sind die Integralgleichungen der Bewegung mit zwei lutegrationscon- 
stanten h und k: 

^m(u).du 



(3.) 



1/ 



-/. 



I^n(r) . de 



2]/q>XuHh(p,(u)^k -^ 2|/Ä-V,(r)-ÄVo(0 



= 0, 



V^oC^^V'^^'do 



r <foW ym(u) ,du r xplxi) V n(t?) . dt ^ ^ 



*) A. a. 0. S. 101; es ist dort nur in der Formel für B^ durch einen Druckfehler 
der Factor — ausgefallen. 



0) 



♦*' 



^) Vgl. Liouville, Sur quelques cas particuliers oü les equations du mouvement 
d'un point materiel peuvent s'integrer, Journal de mathematiques, I. serie, t. XI (1846); 
t. XU (1847). 
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Auch hier sind unter entsprechenden Voraussetzungen die Bedingungen 
der Theorie der vorstehenden Paragraphen erfüllt, und erhält man die ge- 
wöhnlichen Rauracoordinaten x, y, z als bedingt periodische Functionen 
der Zeit durch zweifach unendliche trigonometrische Reihen dargestellt. 

Die Gleichungen (3.) sind ein specieller Fall der allgemeinen von 
Jacobi in der Form: 

angegebenen *) Integralgleichungen, an welche Jacobi ähnliche Folgerungen 
geknüpft hat **), wie die von Lionville erhaltenen. 

Hierher gehört die Trägheitsbewegung eines Punktes auf dem Ellipsoid: 



«-^0 ß—K r-'K 
die Coordinaten x, y, a des Punktes drücken sich dabei durch die ellipti- 
schen Coordinaten a, u^ r, wie folgt, aus: 



wo: 

während zwischen .a, v, t die Gleichungen bestehen: 

i 2|/r(^) ^; 2|V(i;) 

in welchen mit p = jn^ r: 

üeberdies ist l = K, ,^ = y^ r = /? der Anfangsort, c die constante Ge- 
schwindigkeit des bewegten Punktes und .Uy der Parameter der von der 
Bahncurve berührten Krümmungscurve. Nach der Theorie des Kapitels I 



*) Vgl. Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von Clebsch, S. 175, 
S. 514. 



** 



) ebd. S. 219. 
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laftHen Hich die Coordinaten x, y^ % des Panktes als Fanctionen der Zeit t 
darch die zweifach unendKche trigonometrische Reihe (19.) darstellen*). 

Uierher gehören femer: die Bewegung eines Punktes auf dem Ellip- 
soid anter Einflnss einer der Entfernung vom Centmm des Ellipsoides direct 
proportionalen Kraft, die Bewegung eines schweren Punktes auf einem 
Paraboloid **), die von C, Neumann mit Hilfe der ultraelliptisehen Functionen 
behandelte Bewegung eines Punktes auf einer Kugelfläche ***) und andere. 

§ 13. 

Bewegungen eines starren Körpers. 

Unter die Gruppe der bedingt periodischen Bewegungen zählen die 
Normalformen der bekanntesten und nach den mannigfaltigsten Richtungen 
untersuchten Bewegungen eines starren Körpers. Für einige derselben mag 
hier die ZurllckfUhrung auf die oben behandelte Form des Umkehrproblems 
der bedingt periodischen Functionen gezeigt werden. 

1. Die sphärische Trägheitsbewegung. Bezeichnend, B, C(^A<iB<ZC) 
die Hauptträgheitsmomente und p, q, r die Componenten der Winkelge- 
schwindigkeit nach den drei Hauptträgheitsaxen des Körpers in Bezug auf 
den Drehungspunkt, so hat man die Differentialgleichungen: 

ßA_(c_^)rp = 0, 

C~-iA-B)pq = 0. 

Man erhält hieraus zuerst mit Hilfe der beiden Integrale: 

Af +Bq' ^Cr' = h\ 

AY+B'q'+CV = k\ 

wo h^ und Ä' Integrationsconstanten bedeuten, die Beziehung zwischen der 
neuen Variabein: 

*) J)io von Weierstrass in den Berliner Monatsberichten vom Jahre 1861 gegebene 
Paramotordarstellung der Punkte der geodätischen Linie durch hyperelliptische Functionen 
giebt nicht unmittelbar die Abhängigkeit der Coordinaten von der Zeit /. 

**) Vgl. !)e Saint- Germain y Mouvemont d'uu point pesant sur un paraboloi'de, 
Journal de mathematiques, III. Ser., Bd. 3, S. 401 (1877). 

***) Vgl. C. Neumarm, De problemate quodam mechanico, quod ad primam inte- 
gralium ultraollipticarum classem revocatur, Journal für Mathematik, Bd. 56, S. 46. 
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p -tq +r = «I 
und der Zeit / in der Form *): 



2»/(u-a)(fe-.ti)(«— c) ' 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

^^ BC ' ^~ CA ' ^- AB 

Andererseits drücken sich p, q, r durch die neue Variable u, wie folgt, aus: 

p = j4}^u—ay q = Byb—u, r = iWu—c 
mit: 

>2 ^^ D2 — CA j^ -^" 



(B—AXC-Ay (C-BXA--B)' (A-CXB-C)' 

es wird der Kürze wegen nur der Fall c<Za<Zb ins Auge gefasst , in 
welchem sich u zwischen a und 6 bewegt. 

Man bezeichne jetzt die drei Richtungscosinus jeder der Hauptträg- 
heitsaxen S, ^, t des Körpers gegen die Axen x, y, z des festen Coordina- 
tensystems — beide Coordinatensysteme durch den Drehungspunkt gelegt — 
bezüglich mit aj, 6i. Ci; «2, 62, ^2; Ö31 63, c^ und wähle als »-Axe die Nor- 
male der invariabeln Ebene, sodass: 

_ Ap _ Bq _ Cr 

Ci~^-, ^2~"ir' ^""iT' 

Man drücke ferner die neun Richtungscosinus durch die Efi/erschen Winkel 
(fy X9 V^ ^^ö in der Weise: 

a^ = cos y cos v/— sin y sin v/ cos/, ch = — cos 9) sin v^— sin y cos V' cos/, 

61 = sin 9 cos v^ + cos 9) sin v^ cos/, 62 = — sin y sin v/+ cos 9 cos v^ cos/, 

Ci = sin v/ sin/, Cj = cos t/^ sin/, 

aj = sin 9? sin/, 63 = — cos y sin/, C3 = cos/, 

und leite zwischen 9? und u die Differentialgleichung ab: 

wo Z) und £ durch die Gleichungen definirt werden: 

ABCD = (C-^)(C-Ä)Ä'+^ÄCc, 
^ßC^E = (C-^)(C-J?)Ä^+.4J?C^c. 

Setzt man endlich noch f) = sin^g), so erhält man zur Lösung des Rotations- 
problems die folgenden Gleichungen: 

♦) Vgl. Schell, a. a. 0. Bd. H, S. 434 ff. 

Journal fär Mathematik Bd. CY. Heft 4. 42 
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/ 






]/(m — a)(6— «)(« — c) 



Ol = 






. BByb—u}^v . ACj4r]^n—ayu—cyi—v 

^1 = 57:ä + 



c, = 



öo = 



AA\fn^a 



AA^u—a^l - V BCBryb-u]/u-'C }fv 



R(u) kR(u) 






Ä(u) ' kR(u) 



BB^b-^u 

Co = — 



k ' 



Die doppelt gestrichenen Wurzeln bedeuten die positiven Werthe der be- 
treffenden, im Umfange der Variabilität von u niemals oder oo werdenden 
Quadratwurzeln. Es sind also die neun Richtungscosinus innerhalb der 
Grenzen 0<:;<?<<1, a<Cu<Cb eindeutige und endliche analytische Func- 
tionen von u, <?, }^u—a, ib—u. iv^ il—v. Ferner wird ^ — niemals 

oder oc und bleibt immer positiv. Sieht man also von den besonderen 
Fällen ab, wo eine der Hauptträgheitsaxen des Körpers in die invariable 
Linie fallt, so sind die neun Richtungscosinus bedingt periodische Functionen 
der Zeit t, welche der allgemeinen Theorie des Kapitels I unterliegen *), 
mit einer Reduction der zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen 
wie in § 11. 

Mit A = B hat man ein Beispiel für die Elementarform der bedingt 
periodischen Functionen in § 1. Man erhält in diesem Falle als Bestand- 
theile der zu bestimmenden Ausdrücke: 



*) Schon von Ilerrn Kronecker (^Zur Theorie der elliptischen Functionen", Monats- 
berichte der Berliner Akademie 1881, S. 1165) ist darauf hingewiesen worden, dass die 
von Jacobi beim vorliegenden Problem gegebenen Formeln zweifach unendliche trigono- 
metrische Reihen sind. 
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A -4 A A 

und als Bedingung der Periodicität (§ 1, Ende): 

2. Die Bewegung eines Kreisels auf festem Stativ, Für die Bewegung 
eines schweren homogenen Rotationskörpers, der in einem Punkte der Ro- 
tationsaxe festgehalten wird, hat man, um die Coordinaten x, y, z eines in 
der Entfernung X> vom Untersttitzungspunkte befindlichen Punktes der Ro- 
tationsaxe als Functionen der Zeit zu bestimmen, die Relationen 






r/ 






Hier bedeuten ^ und C die Hauptträgheitsmomente, ^/ die Masse des Kör- 
pers, g die Beschleunigung der Schwere, h die Entfernung des Unter- 
sttitzungspunktes vom Schwerpunkt, r„ die Winkelgeschwindigkeit um die 
Rotationsaxe, endlich Wo, Wi, ^h Constanten, welche der Bedingung genügen: 

^2 <C — 1 < W(, < Wi < 1. 

Es sind also x, y, z einfach bedingt periodische Functionen der Zeit t. 
Wollte man auch die ausserhalb der geometrischen Rotationsaxe des Kreisels 
gelegenen Punkte x^ y^ z desselben in Betracht ziehen, so würde man auf 
zweifach bedingt periodische Functionen *) geführt werden. 

3. Die Bewegung eines Kreisels auf horizontaler Ebene **). Nimmt 
man die a?y-Ebene eines festen Coordinatensystems als horizontale Ebene 
an, auf welcher die Spitze eines homogenen schweren Rotationskörpers sich 
bewegt, und setzt man voraus, dass der Schwerpunkt des Körpers zur Zeit 
/ r= ohne translatorische Geschwindigkeit in der a-Axe sich befinde ***), so 
erhält man zur Darstellung der Bewegung eines Punktes a?, y, z der geome- 
trischen Rotationsaxe des Körpers die Formeln: 



*) Vgl. Acta mathematica, Bd. 10, S. 197. 

**) Vgl. Poisson, Traite de mecanique, 2. ed. t. II, S. 216. 

***) Vgl. Greenhill, On the motion of a top, Quarterly Journal of Mathematics, 
vol. 15, S. 176. 

42* 
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/•" äv /•" ^c\f(l+a)-au\(u-ujdu ^ ^ 

i 2Kp(1-v) •{ (l_„'),/(„_„j(„_„)(iZÜ7) 



/ 



y(l+a)-o«i',rfM 



l/fcy/CM-ttJCtt.-ttX«-«,) 
wo zur AbkUrzang gesetzt ist: 



= t. 



1*^9 



und %y A, C, Mj gr, A, r„ die vorige Bedeutung haben, auch wiederum 
«fz < — -1 <C «ü < ««1 < 1 ist. Es sind also auch bei dieser Kreiselbewegung 
die Coordinaten eines Punktes der Kreiselaxe eindeutige bedingt periodische 
Functionen der Zeit, deren Reihenentwicklungen sich wie in § 11 'vereinfachen^ 
' Den vorstehenden Beispielen bedingt periodischer Bewegungen eines 
Punktes oder starren Körpers würden sich noch weitere anschliessen lassen*), 
von deren Aufzählung an dieser Stelle Abstand genommen werden soll. 
Einige von den hierher gehörigen Bewegungsvorgängen führen bekanntlich 
auf elliptische**) und hyperelliptische Functionen, und müssen alsdann die 
hier gegebenen trigonometrischen Reihen mit den auf Grund der Theorie 
der genannten Functionen abgeleiteten trigonometrischen Entwicklungen der- 
selben Art identisch sein ***). Dagegen ist die Anwendbarkeit der elliptischen 
und hyperelliptischen Functionen auf die genannten Bewegungsvorgänge von 
weit beschränkterem Umfange als die der allgemeineren bedingt periodischen 
Functionen. Zugleich wird mit der Einführung der letzteren der Versuch ge- 
macht, ^nen gemeinsamen analytischen Ausdruck für alle diejenigen Bewegungs-^ 
formen herzustellen, welche in ihren geometrisch und mechanisch bedeutsamen 
Eigenschaften übereinstimmen und an die Klasse der periodischen Bewe- 
gungen als nächst höhere Klasse stabiler Bewegungen sich anschliessen. 

*) Vgl. z. B. noch Hess, Ueber das Problem der Rotation, Mathematische Annalen, 
Bd. 20. Russell, On the occurrenco of higher transceodents in certain mechanical problems, 
Messeoger of Mathematics, new series, vol. 7 (1877) und vol. 8 (1879); Note on the 
integration of the higher transcendents which occur in certain mechanical problems, 
ebd. Bd. 9 (1880). 

**) Vgl. beispielsweise die Anwendung der Weiersirassschen Function p(u) und 
a(u) bei Maggi, SulF integrazione delle equazioni differenziali del pendolo conico, R. Isti- 
tuto Lombardo di scienze e lottere, Rendiconti, Ser. II, vol. 17, 1884. 

***) Man vgl. die Convergenz der trigonometrischen Entwicklungen elliptischer Func- 
tionen innerhalb eines Streifens der Argumentenebene, Königsberger , Vorlesungen über 
die Theorie der elliptischen Functionen, 1. Th., S. 409. 
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lieber Gattungen, welche durch Composition aus 
zwei anderen Gattungen entstehen. 

(Von Herrn K, Hensel) 



Uie arithmetische Theorie der algebraischen Grössen stellt sich als 
Hauptaufgabe die Erkenntniss der Eigenschaften einer beliebigen Gattung, 
d. h. die Untersuchung desjenigen Zahlen- und Formenreiches, welches durch 
alle rationalen Functionen einer Wurzel einer vorgelegten algebraischen 
Gleichung bestimmt ist. Die ersten und einfachsten hier sich darbietenden 
Fragen betreflfen die vollständige Darstellung aller ganzen algebraischen 
Grössen, d. h. derjenigen, welche durch eine irreductible ganzzahlige Glei- 
chung definirt sind, in welcher der Coefficient des höchsten Gliedes gleich 
Eins ist, ferner die Bestimmung der Discriminante der Gattung, oder, was 
dasselbe ist, die Aufsuchung des grössten gemeinsamen Theilers aller ihrer 
Gleichungsdiscriminanten, endlich die Zerlegung einer beliebigen rationalen 
Function in ihre innerhalb der Gattung unzerlegbaren Factoren. Alle diese 
Fragen sind in Herrn Kummers bekannten Arbeiten für die Kreistheilungs- 
gleichungen, hierauf von den Herren Dedekind und Weber für alle Glei- 
chungen mit Zahlencoefficienten und für die algebraischen Functionen einer 
Variablen aufgestellt und gelöst worden, und sie sind in dem allgemeinsten 
Falle in den „GrundzUgen einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grössen" von Herrn Kronecker mit einer Vollständigkeit und Einheitlichkeit 
behandelt worden, welche die HinzufUgung von Wesentlichem ausschliesst. 

Der nächste Schritt, welcher in dieser Theorie zu thun ist, betrifft 
die Frage nach der Composition zweier Gattungen @i und Gi, d. h. die ge- 
naue Untersuchung derjenigen Gattung (ßJi, G,), welche alle algebraischen 
Grössen sowohl von @i als auch von Gi enthält. Diese Frage scheint 
bisher noch nicht allgemein untersucht worden zu sein, obwohl sie für die 
Theorie und besonders auch für ihre Anwendungen etwa dieselbe Wichtig- 
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keit besitzt, wie für die elementare Zahlentheorie die Untersuchung der 
zusammengesetzten Zahlen. Aber wie sich hier die ganze Aufgabe lösen 
lässt, sobald die analogen Fragen für die Primzahlen untersucht sind, so 
fuhrt die Benutzung der vorher erwähnten HUlfsmittel auch bei der Com- 
position der Gattungen zur Lösung der allgemeinsten hier auftretenden 
Probleme. 

In dieser Arbeit soll der Anfang dazu gemacht werden. In ihr wird 
zunächst aus den Fundamentalsystemen zweier beliebigen Gattungen @, und 
Gri ein solches für die aus ihnen componirte Gattung (®i,Gi) in dem Falle 
gebildet, dass die Ordnung der einen sich nicht reducirt, sobald die andere 
dem Rationalitätsbereiche adjungirt wird, in dem Falle also, dass die Ordnung 
der componirten Gattung gleich dem Producte der Ordnungszahlen der sie 
erzeugenden Gattungen ist. Damit ist dann die Möglichkeit gegeben, alle 
ganzen algebraischen Formen einer aus zwei anderen componirten Gattung 
darzustellen und zu untersuchen, sobald dieselbe Aufgabe filr jene beiden 
Gattungen gelöst ist. Mit Hülfe dieses Resultates ist es dann möglich, die 
Discriminante der componirten Gattung a priori zu bestimmen, sobald 
man die entsprechenden Fragen für die beiden componirenden Gattungen 
gelöst hat 

In einer zweiten demnächst erscheinenden Arbeit wird die Zerlegung 
einer irreductiblen rationalen Function für die componirte Gattung (@i, Gi) 
aus denjenigen für die beiden Gattungen @i und G^ hergeleitet, und in einer 
dritten Abhandlung endlich sollen die hier behandelten Fragen in dem all- 
gemeinsten Falle gelöst werden, dass sich die Ordnung der einen Gattung 
unter Adjunction der anderen erniedrigt. 

I. 

Es sei ® eine beliebige Gattung mter Ordnung; es soll zunächst 
untersucht werden, wie oft ein beliebiger Primdivisor P des natürlichen 
Rationalitätsbereiches (9ft, SR', . . .) in ihrer Discriminante enthalten ist. Die 
Lösung dieser Aufgabe gestaltet sich dann besonders einfach, wenn man 
für die Darstellung der Zahlen von ® ein Fundamenlalsystem für den Mo- 
dul Py d. h. ein System von m so gewählten Formen: 

zu Grunde legt, dass eine Cougruenz: 
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(2.) uJn+U2Si2+"'+^m^im = (mod. P), 

deren Coefficienten «i, tfj, ... u„, rational und ganz sein sollen, nur dann 
bestehen kann, wenn alle Coefficienten den Divisor P enthalten. Da näm- 
lich ein solches Fundamentalsystem in ein absolutes durch eine den Divisor 
P nicht enthaltende Substitution tibergeht, so wird seine Discriminante 

(3.) D^ = I^ÄtP (A, *=1, 2. ...m) 

diesen Modul ebenso oft als jene enthalten, und es kann daher diese der 
Untersuchung zu Grunde gelegt werden. 

Zu einem solchen Fundamentalsysteme gelangt man nun leicht auf 
die folgende Weise: Man denke sich P innerhalb & in seine Primdivisoren 

zerlegt, und zwar sei: 

P(\jF^^P^,k..pI'; 

ferner mögen die Zahlen 

die Ordnungszahlen der h nicht äquivalenten Divisoren Pj, . . . P^ bezeichnen, 
d. h. es sei: 

Es sei nun P„ irgend einer dieser h verbundenen Divisoren, x seine Ord- 
nungszahl, (J sein f]xponent, ferner seien die z Formen: 

Sin »12? ... Su 

in dem oben für P charakterisirten Sinne ein Fundamentalsystem für Py, 
dann bilden die x(i Formen: 

(4.) -p^-L (::;'; t-::r') 



=i>, 1, ... (?-i 

* 

S 



für den Divisor Po in demselben Sinne ein Fundamentalsystem, dessen Ele- 
mente einen jeden zu Po nicht äquivalenten Divisor ebenso oft als P ent- 
halten. Denkt man sich also fUr eine jede der in P enthaltenen A Divi- 
sorenpotenzen Pf\ . . . Pa* ein eben solches Fundamentalsystem gebildet, so 

werden dessen ^^iC^iH K^ä^a = ^ Elemente zusammen ein Fundamental- 

system für P bilden, und dieses ist es, welches der weiteren Untersuchung 
zu Grunde gelegt werden soll. 

Bildet man jetzt die zu den xd Formen (4.) conjugirten: 

(5.) -äizr^». V'l'^-" )> 

/u,v 9 = 1, 2, ... m 

WO für den Augenblick P,,,! an Stelle von P„ geschrieben ist und wo 
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Pon ••• f^ihii die m zu Po conjugirten Formen bedeuten, und betrachtet man 
zunächst nur diese x^ Verticalreihen der Determinante |^äx| in (3.), so erkennt 
man ohne Weiteres, dass die durch ein bestimmtes Indexsystem (r,«) charakte- 
risirten conjugirten Formen, welche also in einer und derselben Colonne 
stehen, den Divisor: 

(5«.) Pr^(-^, ... -£7) 

-«(11 /(Im 

enthalten, denn dieser ist ja der grösste gemeinsame Theiler aller Coef- 

P 
ficienten — j^;:- Derselbe Theiler wird also auch nothwendig in der Quadrat- 

Wurzel aus der Gattungsdiscriminante enthalten sein. Aus den xd Vertical- 
reihen der Matrix (5.) wird daher in derselben Weise das Divisorenproduct: 

(6.) nc^nnp^ = np'r = £(^, • . . ^) 

herausgehoben werden können. Der Werth desselben lässt sich leicht mittels 
der allgemeinen Bemerkung bestimmen, dass aus der Aequivalenz: 

für ein jedes ganzzahlige / die andere: 

M'c\)(iMU Mi, ...) 

gefolgert werden kann, wie in einer späteren Arbeit eingehend dargelegt 
werden soll. Erhebt man also die Aequivalenz (6.) zur Jten Potenz, so er- 
giebt sich hiernach: 

»^=" 'Ol "ihn ^^^ "i}\ "Vnt 

oder, wenn man aus jedem Factor P" herauszieht: 

Hier kann aber das ganze zweite Product fortgelassen werden, da alle seine 
Factoren zu jedem der zu P^ conjugirten Divisoren, also auch gegen ihre 
Norm, d. i. gegen P relativ prim, also äquivalent Eins sind, und man erhält 
die Aequivalenz: 

jener herausgehobene Divisor ist also: 

nC\^P^<^-'\ 
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Es seien nun n^^ .. . n^ die Divisoren, welche sich auf diese Weise aus 
den zu Pi, ... P^ gehörigen Matrizen der Determinante 11^*1 herausheben. 
Dann wird die ganze aus der Discriminante, d. h. aus dem Quadrate jener 
Determinante herausgehobene Potenz von P 

(7.) (7i,...n,y(\jP^'''^^'-'^ = P---^ 0=1, 2.... A) 

sein, wenn man die schon im Anfang erwähnte Gleichung: 

berücksichtigt und zugleich 

^iH h^A = fni 

setzt. 

Man denke sich nun diejenige Gleichung gebildet, der die Form 

^i^n-\ f-Wm?im nebst ihren conjugirten für unbestimmte tii, ... n^ genügt, so 

lehrt eine einfache Determinantenumformung, dass ihre Discriminante durch 
die in (3.) angegebene Determinante D^ theilbar ist, dass auch sie also den 
Divisor P mindestens (w— m,) Male enthalten muss. Andererseits kann man 
aber leicht nachweisen, dass jene Gleichungsdiscriminante den Divisor P 
auch nicht öfter enthält, und hieraus ergiebt sich einmal, dass die Discrimi- 
nante jener Gleichung einen jeden Divisor genau ebenso oft enthält als die 
Discriminante der Gattung, oder ein neuer Beweis des wichtigen Satzes von 
der Aequivalenz der Gattungsdiscriminante und der Discriminante der Funda- 
mentalgleichung, dann aber auch, und darauf ist hier Gewicht zu legen, 
dass die auf dem vorhin angegebenen Wege aus den Verticalreihen heraus- 
gehobene Potenz von P auch die höchste in D^ enthaltene Potenz dieses 
Divisors ist*). 

Dass das System der Formen (4.), raodulo P betrachtet, ein Funda- 
mentalsystem ist, kann jetzt auch leicht direct bewiesen werden, und zwar 
mit Hülfe des folgenden allgemeinen Satzes, von dem wir bald Gebrauch 
machen werden: 



*) Eine Ausnahme tritt nur in dem ganz singulären Falle ein, dass der Divisor P 
eine Zahl ist und zugleich in einem der Exponenten 5,, ... d^ als Theiler vorkommt; 
von diesem Fall soll daher bei der folgenden allgemeinen Untersuchung abgesehen und 
seine Behandlung in einer späteren Arbeit gegeben werden. Dieser ganz specielle Fall 
bietet grössere Schwierigkeiten dar, besitzt aber deshalb ein besonderes Interesse, weil 
hier zum ersten Male eine Beziehung zwischen arithmetischen und algebraischen Eigen- 
schaften der Gattungen hervortritt. 
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Es sei j?„, ... ij,„. ein System unabliängiger ganzer Formen der 
Gattung @, deren Determinante 

also nicht verschwindet. Es seien nnn 

die grössten gemeinsamen Theiler von P mit den sämmtlichen 
Elementen der einzelnen Verticalreihen von D. Sind dann die 
Exponenten p,, wie in dem vorher behandelten Falle, sämmtlich 
echte Brüche, und ist ferner 

»=1 

der Exponent der höchsten Potenz von P, welche tiberhaupt in D 
enthalten ist, so ist das System ?j,i, ... t]^„^ ein Fundamentalsjstem 
für die Gattung @ und den Modul P und soll ein normales Fundor^ 
mentalsystem für diesen Modul genannt werden. 
Der Beweis dieses Satzes ist höchst einfach: das Svstem der Formen 

^11« • • • ^if.. ist bekanntlich dann und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn 

die Form 



tli^n-i rU„rn 



den Divisor P nicht enthalten kann, ohne dass alle Coefficienten tr^ dnreh 
P theilbar sind. Löst man aber die m Gleichungen: 

-^Wi»?.* = P^ii (. = 1.2.... m) 

welche die Bedingung aussprechen, dass jene Form nebst ihren Conjugirten 
P enthalte, nach den ii* auf, so ergiebt sich: 

wo Di aus D dadurch hervorgeht, dass an Stelle der Elemente ihrer *ten 
Verticalreihe die Elemente Piji, ... Pi;„, gesetzt werden. Daraus folgt aber 
sofort, dass D^ den Divisor P öfter enthält als D, da hier die Ate Colonne 

durch P, dort nur durch P' theilbar ist, während alle übrigen Theiler die- 
selben bleiben. Es muss also 1/4, also jeder der Coefficienten mit P einen 
gemeinsamen Theiler haben, oder, da diese Coefficienten dem Bereiche 
(di;9i', .-v angehören, für den P ein Primdivisor ist, so müssen alle Coefficienten 
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ti,, ... ti,„ durch P theilbar sein, jenes System ist also ein Fundamental- 
system. 

Dass das vorher speciell untersuchte System den Anforderungen des 
soeben bewiesenen Satzes entspricht, erkennt man sofort, wenn man berück- 
sichtigt, dass hier die Divisoren p^ in (5^) die grössten gemeinsamen Theiler 
aller Elemente einer Verticalreihe sind, und dass sich aus jener Gleichung 

r 

p^r^^^^P" oder f^coP^ (r=o, i, ...a-D 

erffiebt, wenn man sie wie vorher zur (Tten Potenz erhebt. In diesem Falle 
sind also die Exponenten p,, ... q„, alle echten Brüche, deren Nenner 
^1, ... df, sind, und es mag noch für das Folgende bemerkt werden, 

dass für irgend einen der Nenner (T^ ein jeder der J, echten Brüche -•- 

gleich oft, nämlich x^ Male vorkommt, wie die Betrachtung des Systemes 
(5.) lehrt. 

Legt man der Untersuchung dieses specielle Fundamentalsystem 
modulo P zu Grunde, so kann man endlich noch einen sehr allgemeinen 
und interessanten Satz über die wesentlichen Theiler der Gattungsdiscrimi- 
nante herleiten. Zu diesem Behuf e denke man sich dasjenige Divisoren- 
system (D,) gebildet, dessen Elemente die sämmtlichen Unterdeterminanten 
einer bestimmten «ten Ordnung der Discriminante der Gattung sind. Das- 
selbe ist unabhängig von der speciell en Wahl des Fundamentalsystems; ist 
nämlich (/)]) der ebenso gebildete Modul für ein anderes Fundamental- 
system, so lehrt der erweiterte Multiplicationssatz für Determinanten, dass 
die Elemente von (Z),) die von (D]) enthalten, und umgekehrt, dass also 
jene Divisoren einander äquivalent sind. Sind es nur die Theiler, welche 
(/),) mit P gemeinsam hat, welche in Betracht gezogen werden sollen, so 
erkennt man ganz ebenso, dass auch ein beliebiges Fundamentalsystem mo- 
dulo Py also z. B. auch das soeben untersuchte zu Grunde gelegt werden 
kann. Ist endlich (J,) der entsprechend gebildete Divisor für ein beliebiges 
System von m Formen jener Gattung nebst ihren conjugirten, so lehrt der- 
selbe Satz, dass (Z),) ein Theiler von (J,) ist; die bekannten Eigenschaften 
der Gattungsdiscriminante übertragen sich also wörtlich auf diese allge- 
meineren Divisorensysteme (/),). 

Mit Hülfe des speciellen Fundamentalsystems in (4) erkennt man 
nun ohne alle Schwierigkeit, dass der Divisor (/),, P) äquivalent Eins 

43* 
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ist, solange s gleich oder kleiner als m^ ist, da man ja alsdann sogar 
eine Matrix finden kann, deren sämmtliche Determinanten «ter Ordnung, 
modulo P betrachtet, ein primitives Modulsystem bilden. Ist dagegen s 
grösser als iWi, so wird eine jede der Determinanten «ter Ordnung min- 
destens einen der in (5^) betrachteten Divisoren ^^ von P enthalten, welche 
einer gebrochenen Potenz von P äquivalent sind , der Modul (D,, P) wird 
also jetzt nicht mehr primitiv sein. Kommt man überein, eine Determinante 
mter Ordnung |??,;t| modulo P vom Range p zu nennen, wenn das aus ihren 
Unterdeterminanten pter Ordnung gebildete Modulsystem (D^, P) das letzte 
ist, welches primitiv ist, so lässt sich das hier abgeleitete Resultat in dem 
folgenden eleganten Satze aussprechen: 

Die Discriminante einer beliebigen Gattung @ ist genau durch 
P""*"» theilbar, wenn sie, modulo P betrachtet, vom Range nii ist. 

Ist ferner ein System von m beliebigen ganzen Formen des Gattungs- 
bereiches ® gegeben, und ist m[ ihr Rang modulo P, so muss fn[ gleich 
oder kleiner als m^ sein, da ja das System (^,„^+1) ihrer Unterdeterminanten 
(fWi+l)ter Ordnung den Divisor (Z)„,j^i) enthalten muss, welcher, modulo P 
betrachtet, nicht mehr primitiv ist; hieraus ergiebt sich der weitere Satz: 

Ist ein System von m beliebigen ganzen Formen des Gattungs- 
bereiches ® modulo P vom Range mj, so ist ihre Gattungsdis- 

criminante höchstens durch />''*"~*^i theilbar. 

Es mag beiläufig bemerkt werden, dass m^ = Xi+Xz-] h^* die 

Anzahl der Formen eines Gattungsbereiches angiebt, welche für das Product 
aller verschiedenen Primdivisoren von P linear unabhängig sind, oder welche 
in dem Sinne modulo P unabhängig sind, dass eine homogene lineare Func- 
tion von ihnen mit rationalen Coefficienten dann, und nur dann zu einer be- 
liebigen ganzzahligen Potenz erhoben, den Divisor P enthält, wenn alle 
Coefficienten durch P theilbar sind. Diese mi Formen bilden also in einem 
weiteren Sinne ein Fundamentalsystem für P, welches bei höheren Unter- 
suchungen besonders aus dem Grunde oft mit Vortheil benutzt werden kann, 
weil die aus ihnen und ihren mmi Conjugirten gebildete Matrix niemals den 
Divisor P enthält. Endlich mag an dieser Stelle nur erwähnt werden, dass 
es mit Benutzung unseres Fundamentalsystemes leicht ist, den Theiler, wel- 
chen der Modul (Z),) mit P gemeinsam hat, in jedem Falle zu bestimmen, 
wenn man nur die Zerlegung von P für die Gattung @ vollständig kennt. 
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IL 

Die im ersten Theile dieser Arbeit gefundenen Resultate sollen nun 
zur Bestimmung des wesentlichen Theilers einer aus zwei Gattungen com- 
ponirten dritten Gattung benutzt werden. 

Es seien also @i und G^ zwei beliebige Gattungen von den Ord- 
nungen m und n, und es werde angenommen, dass die Ordnung der einen 
sich nicht reducirt, sobald die andere dem Rationalitätsbereiche adjungirt 
wird. Sind dann: 

Sin »12? • • • Slm» ^IM ^12? • • • Vln 

Fundamentalsysteme für die Gattungen ®i und G^ so bilden die aus jenen 
gebildeten mn Grössen: 

für die aus &i und Gi componirte Gattung (@i, Gj) in der Weise ein voll- 
ständiges System linear unabhängiger Zahlen, dass eine Gleichung: 

m n 

(9.) J!2:uJuVik = 

1=1 *=1 

mit rationalen Coefficienten % nur dann bestehen kann, wenn sämmtliche 
Coefficienten verschwinden. Man überzeugt sich hiervon sehr leicht, wenn 
man mit (9.) diejenigen n aus ihr sich ergebenden Gleichungen verbindet, 
welche man erhält, indem man zu den n zu Gi conjugirten Gattungen 
übergeht, und dabei beachtet, dass ihre Determinante \Titjt\ nicht verschwindet 
Indessen folgt hieraus noch keinesweges, dass jene mn Grössen (8.) 
ein Fundamenlalsystem bilden, dass sie also auch für einen jeden Primdivisor 
linear unabhängig sind. Dieser Schluss wäre nur dann berechtigt, und 
könnte mit den vorhin benutzten Mitteln bewiesen werden, wenn mindestens 
eine der Discriminanten |f«P und \tja,\^ den betrachteten Divisor gar nicht 
enthielte. Ist jene Voraussetzung erfüllt, so ist es demnach leicht, die Po- 
tenz von P zu bestimmen, welche als wesentlicher Theiler in der Discrimi- 
nante der Gattung (@i, 6i) auftritt. Nach einem Satze nämlich, den meines 
Wissens zuerst Herr Kronecker in seinen algebraischen Vorlesungen auf- 
gestellt und bewiesen hat, und von dem ich einen anderen elementaren 
Beweis*) gegeben habe, besteht nämlich stets die folgende wichtige 



*) Vgl. eine demnächst erscheinende Notiz „Zur Composition der Determinanten" 
in den Acta mathematica. 
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Determinantenrelation : 

(10.) |^«.^«| = iM'-k»!"* C;;:V.t.:::)> 

und aus ihr lässt sich demnach jener wesentliche Theiler unmittelbar be- 
stimmen. Sind nämlich m^ und n, beziehungsweise der Rang, den die 
Determinanten \^f,i\ und liy^j, modulo P betrachtet, besitzen, so folgt aus jener 
Relation, dass P in der Discriminante des componirten Systems (8.) genau: 

(11.) w(m— fWi)+fw(ii— Wj) = 2mn—nmi—mni 

Male enthalten ist, und es mtisste daher stets p(2"»»-»»'«i-'''»i) als wesentlicher 
Theiler in der Gattungsdiscriminaute enthalten sein, wenn (8.) für die com- 
ponirte Gattung (®i, G^ stets ein Fundamentalsystem wäre. 

Dass dies aber nicht, wenigstens nicht immer, der Fall ist, lehrt 
schon das folgende einfache Beispiel: 

Es sei p eine beliebige reelle Primzahl, und: 

p —1 = fw/t = nv 

zwei Zerlegungen von (p—l), in denen tn und n keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Ferner seien @ und G die beiden Ga/owschen Gattungen, welche 
durch die m ^-gliedrigen und durch die n r-gliedrigen Perioden der pten 
Einheitswurzeln constituirt werden. Dann folgt aus der Theorie der Kreis- 
theilungsgleichungen, dass die aus ® und G componirte Gattung von der 

Ordnung mn sein wird; es ist dies nämlich die Gattung der mn glie- 

drigen Perioden der pten Wurzeln der Einheit. Ferner erkennt man in 
diesem einfachen Falle ohne Schwierigkeit, dass die Discriminanten jeder 
dieser drei Gattungen, modulo p betrachtet, vom Range Eins sind. Es 
werden also 

m—l, w— 1, mn—l 

die Exponenten der in den drei Gattungsdiscriminanten enthaltenen Potenzen 
von p sein. Bestimmt man aber nach (11.) die höchste Potenz von p, 
welche in der Discriminante des aus den Fundamentalsystemen von @ und 
G componirten Systems enthalten ist, so ergiebt sich für den Exponenten 
der Werth: 

2mn—n—m = {mn—V)-\-{m—V){n—V)^ 

also eine Zahl, welche dann und nur dann mit der vorher gefundenen über- 
einstimmt, wenn @ oder G von der Ordnung Eins ist. Der hier charak- 
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terisirte Fall tritt z. B. schon bei den drei- und viergliedrigen Perioden der 
dreizehnten Wurzeln der Einheit auf. 

Es ist leicht, sich in diesem einfachen Falle Rechenschaft von dem 
Grunde dieser scheinbaren Anomalie zu geben. Die Primzahl p zerfällt 
nämlich hier für & und G in der folgenden Weise in Primfactoren: 

p oo P" und p c\) W, 
und die Formen: 

1, P, . . . P"-' und 1, 77, . . . W-' 

bilden, modulo p betrachtet, für ® und G Fundamentalsysteme. Betrachtet 
man jetzt das aus beiden componirte System der mn Formen der Gattung 
(@, G): 

pi ffk / i = U, 1, . . . m-l\ 

V.t = ü, 1, ... n-iy? 

so erkennt man, dass dasselbe schon aus dem Grunde kein Fundamental- 
system modulo p sein kann, weil einzelne seiner Elemente selbst durch p 
theilbar sind. Es ist nämlich: 

sobald ni+mk^mn, oder also, sobald die ganzen Zahlen t, k der Bedingung: 

_L.-1-JL> 1 /»=1, 2, ...m-l\ 

ffl 1} = \t=l, 2, ... «— 1/ 

genügen, wobei die Werthe i = 0, oder ä = 0, die hier offenbar nicht in 
Frage kommen, fortgelassen sind. Beachtet man nun, dass einem jeden 
System (i, ä), welches dieser Bedingung genügt, ein anderes nämlich 
(m—i, n—k) entspricht, für welches jene Summe unter Eins liegt, so er- 
kennt man, dass die Anzahl jener Fälle gleich der Hälfte der Anzahl der 
vorhin betrachteten Systeme (i, ä), also gleich ^(m—l)(n—l) sein wird. 
Denkt man sich jetzt aus diesen Elementen p durch einfache Division ent- 
fernt, so wird man ein neues System von ganzen algebraischen Zahlen er- 
halten, dessen Discriminante die Primzahl p genau: 

«(fw— l)+m(w— 1)— (w— l)(w~l) = mn—1 

Male, d. h. genau so oft enthält, als dies vorher auf einem anderen Wege 
für die Discriminante der Gattung (@, G) gefunden wurde. Jenes reducirte 
System ist also hier in der That ein Fundamentalsystem für die componirte 
Gattung (@, G). 
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III. 

Das hier befolgte Verfahren lässt sich nun auch in dem allgemeinen 
Falle zur Aufstellung eines Fundamentalsystems fllr die componirte Gattung 
(@i, Gl), sowie zur Bestimmung des wesentlichen Theilers ihrer Discrimi- 
nante benutzen. 

Es seien jetzt: 

die Elemente zweier normalen Fundamentalsysteme fllr die Gattungen ®i 
und Gl nebst ihren conjugirten. Sind dann: 

(12^) Pi, ... Qrn; (Ju • • • (^n 

die Exponenten von P^ welche aus den Verticalreihen der Discriminanten 
von @i und Gi herausgehoben werden können, so werden 

m n 

2j;Qi und 2j;af, 

1=1 *=i 

die Exponenten der in den Discriminanten von ®i und G^ enthaltenen Po- 
tenzen von P sein. Sind also diese Discriminanten |^aiP und liy^^P, modulo P 
betrachtet, beziehlich vom Range nii und Hi, so ergiebt sich hiemach: 



(13.) 2^Pi =-m--mi, 2^^;^ = '*— «i* 

Bildet man jetzt aus den Elementen jener beiden normalen Funda- 
mentalsysteme das componirte System 

(14.) §uvn GzJ:;:::) 

und bestimmt die in ihrer Discriminante llw^aP enthaltene höchste Potenz 
von P, so ist ihr Exponent nach (11.) 

ii(m— m,)+m(«— Hl). 

Berücksichtigt man aber andererseits, dass aus der durch den Index (t, k) 
charakterisirten Verticalreihe der Determinante von J^a*.^«! offenbar der Factor 

P^»^*'* herausgehoben werden kann, so erkennt man, dass der Exponent 
derjenigen Potenz von P, welche ^ich auf diese Weise aus der Discriminante 
heraushebt, gleich: 



m n 



2JS 2:(fii+Oj,) = 2[n2()i+m2oj] = n(m—m^+fn(n-n^\ 

1=1 h=\ 

d. h. gleich dem Exponenten der überhaupt in ihr auftretenden Potenz 
von P ist. 
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Es ist also jenes componirte System (14.) ein System unabhängiger 
Formen, dessen Discriminante so beschaffen ist, dass der Divisor P aus 
seinen Verticalreihen so oft herausgehoben werden kann, als er überhaupt 
auftritt. Wären die Exponenten (p^+a^t) jener Potenzen lauter echte Brüche, 
wären also alle Zahlen Qi+o^ kleiner als Eins, so wäre jenes System 
(14.) ein normales Fundamentalsystem für die componirte Gattung (@i, G^). 
Man kann aber aus diesem Systeme ein anderes herleiten, bei welchem 
auch noch jene dritte Forderung erfüllt ist. Bedeutet nämlich [p,+aj die 
grösste in dem Bruche (p.+a^) enthaltene ganze Zahl, d. h. in diesem Falle 
Null oder Eins, jenachdem (ßt+Oj,) kleiner ist als Eins oder nicht, so er- 
kennt man sofort, dass das System: 

^'^ ptVi + Oit) 

die beiden vorher charakterisirten Eigenschaften des Systemes (14.) besitzt, 
da ja seine Elemente nur durch rationale Grössen dividirt sind; zugleich 
wird aber der Exponent derjenigen Potenz von P, welcher aus einer be- 
liebigen durch die Indexcombination (i, k) charakterisirten Verticalreihe der 
Discriminante von (15.) heraustritt: 

(16.) ((fi+Ok)-[9i+o,l 

oder also ein echter Bruch. Nach dem am Ende der ersten Abtheilung 
dieser Arbeit abgeleiteten Satze bilden die Formen (15.) also ein normales 
Fundamentalsystem, und man erhält den Satz: 
Sind: 

$1H §12? ••• Slm? Vuf ^121 ••• Vln 

normale Fundamentalsysteme zweier Gattungen mter und nter Ord- 
nung @i und Gl für einen beliebigen Primdivisor P, und sind 

Pl, P2, ... P„,; Ol, (721 • • • ^n 

die Exponenten der aus den Verticalreihen ihrer Discriminanten 
sich heraushebenden Potenzen von P, so ist das System: 

no'i ^U'Vlk /.=!, ...m\ 

^ ^^ pLCi+^ifcJ \k=l,...n) 

ein normales Fundamentalsystem für die aus ®i und (?i componirte 
Gattung (@i, G,), wenn [p.+<yj die grösste ganze Zahl bedeutet, 
welche in (Qi+o^) enthalten ist. 
Jetzt kann endlich mit Leichtigkeit die Potenz von P bestimmt wer- 
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den, welche als wesentlicher Theiler in der Discriminante der componirten 
Gattung (@Ji, G,) enthalten ist. Ist nämlich der Rang der Discriminante 
des Systems (15.) für den Modul P gleich .a^ so ist nach den Resultaten 
des ersten Theiles dieser Arbeit (mn—fi) der Exponent jener Potenz von P. 
Da aber das vorher aufgestellte Fundamentalsystem für die Gattung (@i, 61) 
ein normales ist, so erkennt man sofort, dass der Rang fi der Discriminante 
gleich der Anzahl ihrer Vertical reihen ist, aus denen sich P gar nicht heraus- 
heben lässt, da die aus ihnen gebildete Matrix modulo P primitiv, jede 
höhere aber nicht mehr primitiv ist. Mit Berücksichtigung von (16.) ergiebt 
sich also die Zahl a gleich der Anzahl der Lösungen der Gleichungen: 

(17.) (,,+a, = [(,,+aj C:,': ::::)• 

Es seien nun: 

Pc\^P'^^pp,..pt' und Pc\^nin^\..nt^ 

die Zerlegungen des rationalen Divisors P in seine irreductiblen Primdivi- 
soren für die Gattungen ®i und Gi und: 

die Ordnungszahlen jener einzelnen Primdivisoren. Es mögen dann x und 
X bezw. S und s die Ordnungs- bezw. Gradzahlen je eines Divisors der 
beiden Reihen bezeichnen« Betrachtet man dann zunächst nur diejenige 
Matrix der Discriminante, bei welcher jene beiden Divisoren auftreten, so sind 

j und I C::;;J; :::::;) 

diejenigen echten Brüche, welche in (17.) an die Stelle von (>< und Oj, zu setzen 
sind, und die Ergebnisse des ersten Paragraphen lehren, dass eine jede Com- 
bination («^ b) gleich oft, nämlich genau xl Male vorkommt. Jene Glei- 
chung verwandelt sich daher in: 

0^6 L j ^ « J 

oder in 

(17-.) ae+bä=o (moA.s.e) C::;;!:::: tl)- 

Ist nun d = (ß^ e) der grösste gemeinsame Theiler von d und s und : 

(J = (Tl rf, £ = «1 rf, 

so ergiebt sich aus der Congruenz (17^): 
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WO a und ß ganze Zahlen sind, welche der Bedingung 

a+ß^O (mod. rf) (a, ;9=o, i, ... d-i) 

genügen müssen. Die Anzahl der Lösungen dieser Congruenz ist aber 
offenbar d=^(ß,e)^ also ist xl(d,€) die Anzahl der Lösungen von (17^). 
Hieraus ergiebt sich also, wenn man eine jede Divisorencombination (Pr^^ 
in der hier angegebenen Weise betrachtet, für den Rang fi der Deter- 
minante I^A,.^/*! der Ausdruck: 

h k 

r=l 8=1 

und für den Exponenten (mn—ju) der in der Gattungsdiscriminante enthaltenen 
Potenz von P: 

(18.) mn-JSXrK(<^n = ^^^rK\<^r'es-(ßr, Oll 

r,8 r^ 

wenn man noch die Gleichungen: 

berücksichtigt. Man erhält also das folgende Schlussresultat: 

Sind ®i und G^ zwei Gattungen mter und nter Ordnung, (@i, Gi) 
die aus ihnen componirte Gattung von der (fii»)ten Ordnung, sind 
ferner: 

PcoP^,\..Pt' und Pc\)ni...nt' 

die Zerlegungen eines beliebigen rationalen Primdivisors P in seine 
Primfactoren innerhalb @i und Gi, und sind endlich: 

die Ordnungszahlen jener Diviaoren, so sind: 

h h 

m — ^yr = 2^^r(<^r — 1). 
r==l r=l 



h k h k 

r: 2y.r-K(ßr,f:) ^ Z Z 



HA n K 

mn-2: Zy-r^Kißn = £ 2:y'r'K\Sr'^s-{ßn 0! 



die Exponenten derjenigen Potenzen von P^ welche als wesent- 
liche Theiler in den Discriminanten der Gattungen ®i, 6^ und 
(®n Gl) enthalten sind. 
Als specielle Fälle dieses allgemeinen Satzes mögen die folgenden 

hervorgehoben werden: 
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1. Sind alle Exponenten «i, ... Sj^ gleich Eins, ist also P in der Dis- 
criminante von Gi überhaupt nicht enthalten, so tritt P in der Discrimiuante 
von (@i,GO 

(m— fWi)« 

Male auf, und man erkennt sofort, dass nur unter dieser Voraussetzung oder 
der entsprechenden fUr ®i die in (®i, Gi) enthaltene Potenz von P gleich 
[(iii--Wi)»+(w— «i)m] ist. 

2. Sind alle Exponenten cTi, ... (Tä allen Exponenten «i, ... €t theiler- 
fremd, sind also alle Zahlen ((^r^O gleich Eins, so ist P in der öattungs- 
discriminante von (@i, Gi) 

Male enthalten, wenn m^ und »i, wie überall in dieser Arbeit, den Rang der 
Discriminanten von @i und G, modulo P bedeuten. 
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Bemerkungen über die Darstellung von Reihen 

durch Integrale. 

(Fortsetzung des auf S. 157 bis 159 abgedruckten Aufsatzes.) 

(Von L, Kronecker.) 



Auch die Integration der Function nQoiznf(z) längs zweier der 
Ordinatenaxe parallelen Linien ergiebt, wie oben in der Gleichung (ß.) 
die Integration längs zweier der Abscissenaxe parallelen Linien, eine Dar- 
stellung von Reihen durch Integrale. Aber die beiden Darstellungen sind 
von wesentlich verschiedener Art. 

Um die andere Darstellungsweise auseinanderzusetzen, bezeichne ich 
mit a^o, x^ zwei beliebige Abscissenwerthe, mit j^o? Vi zwei positive Ordinaten- 
werthe und nehme an , dass x^ < x^ und y„ <C yi sei. Ich nehme femer 
an, dass das Rechteck mit den Eckpunkten: 

innerhalb der „natürlichen Begrenzung" des Integrationsbereichs der Function 
f{z) liegt, so dass gemäss der Bedeutung, in welcher ich diesen Ausdruck 

eingeführt habe*), das längs jenes Rechtecks erstreckte Integral Jf{z)dz 

gleich Null wird. Dies vorausgeschickt, ist: 

iE.) Zf{k) ^ ^/ncot^nf(z)d^, 

wenn die Summation links auf alle zwischen x^ und Xi liegenden ganzen 
Zahlen k und die Integration rechts in folgender Weise erstreckt wird: 

von (a?o, yi) bis (a?o, y„) in gerader Linie, von (j?,,, y^ über (ajo+^o, 0) 
hinweg im Halbkreise bis {x^y —yii), von (a?«, — J^o) bis (x^, —yiX ^on 

*) „üeber Systeme von Functionen mehrer Variabein" art. XII. (Monatsbericht der 
Berliner Akademie der Wissenschaften vom März 1869.) 
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(^U5 —^i) bis (a?!, — yO, von (x^, — y,) bis (a?„ — J^o) in gerader Linie, 
von (x,, — j^u) '^ber (xi—t/n, 0) hinweg im Halbkreise bis (iCi, y,j), co« 
(xiy ffii) bis (xij ffi), von (oj,, y,) 6e« (x,,, y,) m gerader Linie, 
Dabei ist noch vorausgesetzt, dass weder zwischen a:„ und ar„+y()? noch 
zwischen a?i— y,j und a^i eine ganze Zahl liege. 

Mit abnehmendem y^^ nähert sich, wenn a?« eine ganze Zahl ist, das 
Resultat der Integration über den ersteren Halbkreis dem Werthe ^/(a-,)), 
andernfalls der Null. Ebenso ergiebt dann die Integration über den letzteren 
Halbkreis den Werth ^f(xi) oder Null, je nachdem a:, eine ganze Zahl ist 
oder nicht. Es wird daher: 

wenn die Integration rechts nur über die oben angegebenen sechs geraden 
Linien erstreckt und dann y„ der Null genähert wird. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (E\) kann in 
folgender Weise dargestellt werden: 

£dcoi{x'\-Byyi)nf{x'{-sy^C)dx-^\\m / Ze'''''QOi{^^ 

(a = 0, 1; £=-fl, -1) 

und es resultirt daher, wenn: 

(G„.) lim / £e(ioi{x'\-Byii)nf{x-\-eyJk)dx = (£=+i, -o 






ist, die Summenformel: 

(G.) i-iY(Ar)+xj:/'(&') = -|/"^(-l)«cot(x„+fi,.>A(x„+fyOrfy. 



Bezeichnet man zur Abkürzung den ersten Theil des Ausdrucks (F.) mit P, 
so ist: 

wo die Integration in Beziehung auf z oder a:+y« in gerader Linie von 
(iPujyO nach (xi^yi) und von (a?,„ — yi) nach (a?i,— yO zu erstrecken ist. 
Die Integration in gerader Linie von (a?,,, «y,) nach (x^^ey^) kann aber nach 
dem CawcÄj^schen Theorem durch die Integration in geraden Linien von 
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(iTü, «yO nach (o-ü, «yo), von da nach (a?i,«yü) und von da nach (x^^ey^) er- 
setzt werden, und wenn dies sowohl für ^ = +1 als auch für £ = —1 ge- 
schieht, so wird P gleich: 



(a=0, 1/ *=+l, -1) 



Setzt man diesen Ausdruck in (F.) an Stelle von: 

^/ '2:€icot(x+€yi%)nf(x+eyit)dx 






x^ 



ein, so verwandelt sich derselbe in folgenden: 

und durch dieses Aggregat von Integralen findet sich also der Werth der 
Summe: 

dargestellt. 

Hieraus resultirt erstens unter der Voraussetzung, dass: 

(//oO iimy f -^ö^^TTiöTTzri- - 

ist, die Summenformel: 

welche, wenn lim/'(a:+yi) = /(a?) ist, in folgender einfacheren Weise dar- 
gestellt werden kann: 

Xf 

i /^°°j f(^o+yO f(x-yi) f(x,+yi) Kx,-yi) ) 

1) 

und welche, wenn überdies aro und Xx ganze, beziehungsweise mit m und n 
zu bezeichnende Zahlen sind, die noch einfachere Gestalt annimmt: 
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(fl"-) \ r '"' A 

= i/\f(fn+yi)-f(m-yi)-r(n+yt)-^f(n-yi))-^^. 

Wenn zweitens der Werth von y^ demjenigen von y,, genähert wird, 
80 dass der erste der drei Theile des Ausdrucks (F'.) gleich Null wird, so 
ergiebt sich die Summenformel: 

vorausgesetzt, dass wie oben lim f(x + yi) = f(x) ist. 



Einige Anwendungen der obigen Summenformeln. 

Um eine Anwendung von der Summenformel (G.) zu geben, nehme ich: 

2g»V7ri 

WO V eine reelle Grösse bedeutet. Die Bedingungsgleichung (Go.) wird 
alsdann: - 

-^ +..»m_l dx = (*=+!. -O, 

und da der absolute Werth der Function unter dem Integralzeichen kleiner 
ist als: 

__ (f=+l, -1) 

SO ist die Bedingungsgleichung erfüllt, sobald: 



0<x,^<ix -^ 



1 



1=^2 



ist. Unter dieser Voraussetzung wird also gemäss der Formel (C): 

(to<:ä<:*i; *o^*^xj) (a = 0, l; *= +1, -1) 

und der Ausdruck auf der rechten Seite kann auch in folgender Weise 
dargestellt werden: 
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Nimmt man jetzt a^ = und a?i = -j, so wird dieser Ausdruck gleich: 



Ki+e 






e-»Vi»rfy 



O 



o 



C082ym— cos— 5" 



und wenn man hierin für das erste Integral seinen bekannten Werth einsetzt^ 
im zweiten aber die Substitution y = — anbringt, so verwandelt sich die 
Formel (L.) in folgende: 



«i'»' 



ni 



«-•••'»• dl* 



« COS cos — =- 

wo c die poätive Quadratwurzel von tl^ bedeutet. 

2 
Ist n eine positive ganze Zahl, und setzt man o^ = — , so resultirt 

aus der Formel (L'.) unmittelbar die Werthbestimmung der 6rat»«schen 
Reihen : 

• 1 •! a. 

i+1 ""' ^' 



2A«7Tt 2t«7fl 






Setzt man ferner t?^ = — , wo m und w positive ganze Zahlen bedeuten, so 
kommt: 



(!".) 






mh*ni 



mk^ni 



2e 

h 



+26 - 

k 



nni 






m 



-f 



I \ m — m /. 



~* cos 2m 
und also, wenn m = 4 und n ungerade ist: 



;j, 1/ 



2«fi ' 

cos 

m tn 



*k*ni 



(!'".) 



I7^-^' 






c-«'^'dM 



Hieraus ergeben sich die bemerkenswerthen Formeln: 

t'n 

2n+l M./-I . ^ _ . ^11 4Ä* 



(Af.) 



cos 



/ T^dt = (cos-^4— ^+coft A 7i)\^n\+22;üu(^——\^ 

J cosfnt V 4 4 ^ k ^4 n/' 



sin 



— X 



•) Vgl. meine auf S. 267 abgedrackte Notiz. 
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in denen sich die Sammation rechts auf alle ganzzahligen zwischen — ^n 
und +\n liegenden Werthe von k bezieht und die Zahl n als ungerade vor- 
ausgesetzt ist. 

Um die mit (H.) bezeichnete Summenformel anzuwenden, nehme ich: 

und hierbei für fü eine complexe Grösse, deren reeller Theil seinem abso- 
luten Werthe nach kleiner als 1 ist. Die Bedingungsgleichung (Ä,,.) ist 
alsdann erfüllt, und es wird also gemäss der Formel (H.): 

* * 11 **»' e ~~" X 

Der erste Theil des Ausdrucks auf der rechten Seite verwandelt sich, wenn 
man unter dem Integral- und Summenzeichen nach Potenzen von c"^^'* ent- 
wickelt, in folgenden: 

flim2^(— l^f/ JSe * dy (a = u,i; ^=+i,-i), 

welcher ferner, wenn die Integration ausgeführt wird, in: 

übergeht. Die Gleichung (iV.) nimmt hiernach, wenn w von Null verschieden 
ist, folgende einfache Gestalt an: 

(iV'.) ^JSe'-^'+^^e^'^'" = o^lim ^ -^ -r| , 

in welcher sie offenbar eine Darstellung der unendlichen Reihen: 

lim 2: - — — r— 

in endlicher Form liefert. Dabei ist zu bemerken, dass die Gleichung (iV'.) 
zwar unter der Voraussetzung, dass w von Null verschieden sei und dass 
der reelle Theil von w zwischen —1 und +1 liege, abgeleitet worden ist, 
aber da die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung ungeändert bleiben, 
wenn tv+l an Stelle von w gesetzt wird, so folgt, dass die Gleichung (iV.) 
für alle complexen Werthe von w^ nur reelle ganzzahlige ausgenommen, 

gültig ist. 

Setzt man in der Formel (iV'.) x^ = und lässt dann den Index von , 
x^ fort, so wird der Ausdruck auf der rechten Seite: 
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Ucotwn+-^r-r\im 2! -=— , 

und die Formel (A^'.) geht alsdann, wenn x nicht einen ganzen ganzzahligen 
Werth hat, in folgende über: 

WO [x] in üblicher Weise die grösste ganze Zahl bedeutet, welche kleiner 
als X ist Diese Formel stimmt vollständig mit derjenigen überein, welche 
oben (S. 157) mit (A.) bezeichnet ist; sie wird mit derselben identisch, wenn 
man a:— [a:] = f> und — i an Stelle von i setzt. 
Die erwähnte Formel (A.): 

welche ich mehrfach angewendet habe, und welche Herr Lipschiti bei Ge- 
legenheit seiner Untersuchungen über die allgemeinere Reihe: 

Jt=+n ß2ktni 

lim JS -7 T\;r 

entwickelt hat, kommt, wie ich erst jetzt bemerkt habe, schon früher in der 
Literatur vor. Die von Herrn Schlömilch in seinem Aufsatz : „D^veloppement 
de deux formules sommatoires" benutzten beiden Gleichungen *) : 

fuhren , wenn man sie addirt und x = 2f>7i, / = — wi setzt , unmittelbar zu 
jener Formel (A.). Freilich erscheint hierbei der Geltungsbereich der For- 
mel (A.) zu eng; denn v wird dabei als zwischen und ^ liegend und, 
da in dem citirten Aufsatze t eine reelle Grösse bedeutet, w als rein 
imaginär angenommen; aber die allgemeinere Gültigkeit der Formel (A.) 
ist eine Folge jener speciellen. 

Herr Schlömilch bezeichnet a. a. 0. die angeführten Gleichungen als 
„bekannte Formeln"; und sie finden sich in der That schon bei Caucky, 
nach einer gelegentlichen Bemerkung von Dirichlet **) auch schon bei Enler. 
Auf S. 367 seiner Exercices de Math^matiques von 1827 (Seconde ann^e) 

•) Bd. XLII dieses Journals, S. 130. 
•*) Dieses Journal, Bd. XXIV, S. 365 und G. Lejeune Dirichleta Werke, Bd. I, S. 612. 
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entwickelt Cauchy in den zwei Gleichungen (126.) und (127.) e** einerseits 
nach Cosinus und andrerseits nach sinus ganzer Vielfacher von x. Nun 
stellt, wie gleich im Anfange dieses Aufsatzes S. 157 gezeigt worden ist, 
die Formel (A.) nichts Anderes dar als die Entwickelung von e** nach 
Cosinus und sinus ganzer Vielfacher von x; aber auch aus jenen beiden 
Catie%schen Gleichungen resultirt die Formel (A.) fast unmittelbar. Addirt 
man sie nämlich und setzt «='2«?j, a;=:«7i^ so kommt: 

(* = <». ±1, ±2, ±3, ...) 

Wenn man ferner eine der beiden CatieAyschen Gleichungen von der andern 
subtrahirt und s=—2w%^ x = f>7i setzt, so ergiebt sich eine Relation, welche 
zeigt, dass die beiden Theile auf der rechten Seite der Gleichung (Q,) ein- 
ander gleich sind, und hieraus folgt offenbar jene Formel (A.). 

Nimmt man in der oben mit (N.) bezeichneten Gleichung tr = 0, so 
erhält man: 

A=ao sin2hx^n-'3in2hxQn 
aJi-aro+^^^ hii 

als einheitlichen Ausdruck für die Anzahl aller in dem Intervalle (a;u, Xi) 
liegenden ganzen Zahlen, vorausgesetzt, dass man jede etwa in einer der 
Grenzen des Intervalls liegende ganze Zahl als nur einhalb mal vorkommend 
rechnet 

Literarische Notizen über obige Summenformeln. 

Die Summenformel (£'.), welche die Grundlage der vorstehenden 
Entwickelungen bildet, geht unmittelbar aus einer allgemeinen CawcÄyschen 
Formel hervor. Man braucht nämlich nur in jener Gleichung, welche auf 
S. 98 der Exercices de Math^matiques vom Jahre 1826 mit (11.) bezeichnet 
ist, an Stelle von f(x+y%) das Product: 

cot (a: +yf)7r .f(x+ y%) 

zu setzen, um sogleich die obige Summenformel (ß\) zu erhalten. 
Die Summenformel (G.) geht, wenn: 

a^ = 0, arj = 30, coBznf(s) = y («) 
gesetzt wird, in folgende über: 



Kronecker, zur Darstellung von Reihen durch Integrale, 353 

welche sich schon in einer Abelschen Abhandlung vom Jahre 1823 (Bd. I, 
S. 27 der zweiten Ausgabe von Abeh Werken) findet*). Doch ist a. a. 0. 
die Bedingung: 

~lim/^ ^^"-+^'^^\^ +flim r2:,^(^±^- = (.==.1.-1), 

an welche die Gültigkeit der Gleichung (C.) gemäss den obigen Entwickelun- 
gen geknüpft ist, nicht angegeben. 

Die beiden Summenformeln, welche Herr Schlömilch in dem schon 
citirten Aufsatze hergeleitet hat**), gehen aus jener ^fee/schen Formel (G'.) 
hervor, wenn man für (p(z) beziehungsweise: 

setzt. Herr Schlömilch hat aber GUltigkeitsbedingungen hinzugefügt, welche 
freilich enger als die oben angegebenen sind. 

Nimmt man in der mit (H.) bezeichneten Summenformel für x^ eine 
ganze Zahl und setzt: 

F(y — hxi 4- hz) = /(«), « — Äari + hx^ = «o , 

wo A und t? beliebige Grössen bedeuten, so erhält man, je nachdem der 

Werth von x^ ganzzahlig ist oder nicht, für die erste oder die zweite der 
beiden Summen: 

^F(v,;)+2:F(v-hk), 2F(v-hh) 0^<*<^^) 

einen Ausdruck ^(<?)+ ¥^(1?), in welchem: 



(.= +1, -1), 



und, wenn zur Abkürzung j5 = -^+«yf gesetzt wird: 



h 






ist. Für das Aggregat ^(«)+?P'(t?) besteht daher die Relation: 

*(t?+Ä)~*(t?)+^(t?+A)- ¥>•(!?) = F(c), 



*) Der betreffende letzte Theil der citirten Abhandlung fehlt in der ersten Ausgabe 
von Abeh Werken. Die Formel kommt übrigens auch in einer ^66/schen Abhandlung vom 
Jahre 1825 auf S. 50 des zweiten Bandes der ersten Ausgabe vor, jedoch nur als ein „viel- 
leicht einem ^6e/schen Manuscript entnommener Zusatz des Herausgebers Holmhoe^, Vgl. 
die Bemerkung auf S. 291 des zweiten Bandes der zweiten Ausgabe. 

**) Vgl. die Formeln (12.) und (13.) auf S. 130 des 42sten Bandes dieses Journals. 
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und da offenbar ¥^(©4-*) = !P(t?) ist, so genügt ^(v) der DiflFerenzengleichung: 

Wird demgemäss ^(t?), als summatorische Function von F(f?), in üb- 
licher Weise durch ^h^i^) bezeichnet, so ist diese, abgesehen von einer Con- 
stanten, durch die Gleichung: 

bestimmt. Dieses Resultat findet sich schon in einer 1820 im 25. Bande 
der „Memorie della reale Accademia delle scienze di Torino" erschienenen 
Abhandlung von Plana, welche den Titel hat: ,,Note sur une nouvelle ex- 
pression analytique des nombres Bernoulliem^ propre ä exprimer en termes 
finis la formule g^n^rale pour la sommation des suites" *). Dasselbe Re- 
sultat findet sich ferner in einer 1823 von Abel publicirten Abhandlung mit 
der Bemerkung: „Cette expression de Tint^grale fiinie d'une fonction quel- 
conque me paralt tr^s remarquable, et je ne crois pas qu'elle ait ^t^ trouv^e 
auparavant" **). Es scheint mir deshalb von Interess^ dass sich oben das 
CawcÄysche Theorem als die unmittelbare allgemeine Quelle aller dieser 
Resultate erwiesen hat, und da dieses Theorem nur in seiner ursprünglichen 
einfachsten Fassung, in welcher es schon in der Abhandlung vom Jahre 
1814 „Memoire sur les integrales d^finies'' vorkommt, bei der Ableitung 
jener Resultate gebraucht wird ***), so zeigt sich, dass Cauchy schon lange, 
bevor Plana und Abel aus der Eti/erschen Summenformel ihre erwähnten 
Resultate abgeleitet haben, im Besitze der naturgemässen Hülfsmittel zu 
deren Erlangung gewesen ist. 



*) Die bezügliche Formel steht a. a. 0. auf S. 407 und ist mit (a.) bezeichnet. 
Herr Bertrand hat darauf hingewiesen, dass diese Formel vor Abel von Plana entwickelt 
worden ist (S. 290 des IL Bandes der zweiten Ausgabe von Abeh Werken). 

**) Bd. II, S. 227 der ersten und Bd. I, S. 23 der zweiten Ausgabe von Abeh 
Werken. Auf die augeführte Stelle der ersten Ausgabe hat mich Herr Lipschiiz, als ich 
ihm meine im III. Heft abgedruckten Bemerkungen mittheilte, aufmerksam gemacht und 
dadurch zur obigen Fortsetzung jener Bemerkungen angeregt. 

***) In jener ursprünglichen Fassung besagt das Cauchysche Theorem nur, dass 

/f(x-\~yi)d(x+yi) = ist, wenn die Integration längs der vier Seiten eines innerhalb 

der natürlichen Begrenzung liegenden Rechtecks erstreckt wird; das allgemeinere CauchyscliQ 
Theorem kann aber aus diesem speciellercn erschlossen werden. (Vgl. meine Notiz „Ueber 
den CaucÄyschen Satz" im Stück XXXVIII des Jahrgangs 1885 der Sitzungsberichte, der 
Berliner Akademie der Wissenschaften.) 
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lieber eine Maximalaufgabe zur angeblichen Drei- 
theilung eines Winkels von Averdieck. 



(Von Herrn E, Lampe.) 



Im Programme des Gymnasiums zu Coesfeld vom Jahre 1886 theilt Hr. Schwering 
die folgende, vom verstorbenen Volksschullehrer Averdieck angegebene Construction zur 
Dreitheilung eines Winkels mit. Um den Scheitelpunkt C des zu theilenden Winkels 
beschreibe man mit beliebigem Radius einen 
Kreisbogen, der die Schenkel in A und B 
treffe. Man ziehe die Sehne AB, ferner 
das Loth CF von C auf AB. Auf dem 
Kreisbogen AB nehme man D beliebig an, 
ziehe CD, DF, AD. Ein Kreisbogen um 
A mit AD als Radius schneide CD in E 
(also AD = AE); die Parallele durch E zu 
DF treffe .4^ in K; dann soll AK die 
zum Drittel des Winkels ACB als Centri- 
winkel gehörige Sehne sein. 

Die Construction, besonders wenn sie den Punkt D in passender, noch näher zu 
bezeichnender Lage verwendet, liefert überraschend genaue Lösungen und verdient daher 
in weiteren Kreisen bekannt zu werden. Hr. Schwering zeigt, dass die Construction für 
zwei unten angegebene 'Werthe von /^ genau ist, lässt jedoch die Frage nach dem grössten 
Betrage der Abweichung offen und bestimmt diesen Betrag nur angenähert für den Fall, 
dass der Winkel ACB = ^n ist. Um diese Maximalaufgabe zu lösen, wiederholen wir, 
zum Theil in anderer Weise, die von Hrn. Schwering angestellten Rechnungen. 

Man setze Z. ACB = a, /L ACD = ß, AC ^ r; dann ist AK = AO-\-OK 
= AF-OF^OK und OK:OE=OF: OD, mithin 




OE OF 
AK = AF^OF+^^]^ = AF- 



OD 



OF.DE 
OD 



Hieraus findet man leicht: 



(1.) AK=^rU\n^a- 



2 cos^-a sin (^a — ß) sin }^ß 



Wenn AK die zum Centriwinkel ^a gehörige Sehne ist, so muss AK = 2rsin-Ja sein. 
Setzt man diesen Werth in(l.) ein und ersetzt sin^a noch durch 3sin^a — 4sin'|^a, so folgt 



(2.) 



sm|(a— /y) 



Die Lösung dieser Gleichung nach ß bewirkt Hr. Schwering durch einen eleganten Kunst- 
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griff. In elementarer Weise kann man wie folgt verfahren. Man erkennt sofort, dass 
ß =. ^a eine Lösung von (2.) ist; daher werde ß = ^a—x gesetzt, so erhält man durch 
weitere Umrechnung schliesslich: 

(3.) sina;(sina;— ^tg^or) = 0. 
Ein richtiges Resultat fliesst also aus der Construction, a) wenn a? = 0, d. h. /? = ^a, 
b) wenn ß der Gleichung genügt: 

(3-.) sinQa-/?) = -^tgia. 
Ist a kein grosser Winkel (z. B. nicht grösser als ^«), so erhält man aus (3".) eine an- 
gettäherte Lösung durch Vertauschung des Sinus und der Tangeute mit den bez. Bogen, also 
•j-a — ß = ^or, d. h. ß = ^a. Da nun Ja leicht zu zeichnen ist, so erhält man aus ß = ^a 
eine nahezu genaue Lösung der Aufgabe. Liegt ß zwischen -Ja und dem in der Nähe 
von Ja befindlichen, aus (3^) folgenden Werthe, so weicht der construirte Winkel von 
\a um einen Betrag ab, dessen Maximum in der Nähe von ß = J(Ja-f Ja) = ^^a liegt. 
Zur Bestimmung des Maximums der Abweichung betrachte man in (1.) AK = y 
als Function von ß und suche den grössten oder kleinsten Werth von y. Zwischen 
/S = Ja und /9 = Ja ist AK nämlich nahezu constant (gleich 2rsin Ja). Differentiirt 
man y nach ß, so findet sich nach einigen Vereinfachungen: 

Ist im Falle eines extremen Werthes von y das Differential dy = 0, so muss die in den 
geschweiften Klammern enthaltene Differenz verschwinden. Durch Umrechnung derselben 
folgt die biquadratische Gleichung für tgj/?: 

(4.) (l+cos'J«)tg*Ji*-2sina1g'J/9+(l-3cosa)tg'J/9-t-2sinatgJ/?-sin'Ja = 0. 
Von der Lösung dieser Gleichung, insbesondere von ihrer stets vorhandenen positiven 
Wurzel, hängt die verlangte Bestimmung der grössten Abweichung ab. 

In dem von Hm. Schwering behandelten Falle a = J« geht (4.) über in: 
C4-.) 3tg*J/?-4tgH/?+2tg'J/S+4tgJ/?-l = 0. 
Diese Gleichung hat die beiden reellen Wurzeln: 

tgj/?, = 0,2332656, J/J, = 13*^7'49",24; (^ = 26n5'38",48). 
tgJ/J, = --0,771152, ^ß, = -37^38'15",67. 
Zu ß^ gehört AK = 0,5116294r; der dieser Sehne entsprechende Centriwinkel ist 
29°38'39",44, weicht also von 30" um 2r20",56 ab, und dies ist die grösste Abweichung 
zwischen /? = Ja und J«. Aus Gleichung (3«.) folgt ß -^ 22n8'2",41, während Ja = 22J" 
ist. Angenähert liegt das Maximum der Abweichung bei ß = ^-90** = 26 J®. 

Als ein zweites Beispiel diene der grössere spitze Winkel a des Pythagoreischen 
Dreiecks mit den Seiten 3, 4, 5 (also cosa =0,8 etc.). Die Gleichung (4.) giebt: 

(4^) 9tg*J/S-8tgH/?-4tg'J/9+8tgJ/?-l = 0. 
Sie hat die beiden reellen Wurzeln tgj/?, = 0,1364620, tgj/?^ = -0,8900632. Mithin 
ist iß^ =7«46'14",53, ^4«-= 0,3036607. Der zu AK gehörige Centriwinkel ist 17**27'57",70, 
während Ja = 17'42'36",12 beträgt; die maximale Abweichung ist folglich 14'38",42. 
Die Lösung der Gleichung (3^) liefert ß = 13^14'32",67 als genauen Werth, für den die 
Construction richtig ist, während Ja = 13"16'57",09. Endlich ist ^a = 15'2716",6 
und ß, = 15^32'29",06. 

Die negative Wurzel der Gleichung (4.) gehört zu dem Winkel 2fi— a. 
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